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Kapitel  1  :  Einleitung 


Kapitel  1  :  Einleitunq 


GemaB  DIN  55350  versteht  man  unter  Qualitatssicherung  (  Qualitats- 
sicherung  im  weiteren  Sinne  =  QS  i.w.S.)  die  Gesamtheit  der  Tatig- 
keiten  zum  Erreichen  der  Qualitat  von  Produkten.  Zu  den  Teilfunk- 
tionen  der  Qualitatssicherung  gehoren  die  Qualitatsplanung,  die 
Qualitatssteuerung  (  auch  Qualit&tslenkung  oder  Qualitatsregelung  ), 
und  die  Qualitatskontrolle  (  auch  Qualitatsprufung )'. 

Die  Qualitatssicherung  beruhrt  in  ihren  Auswirkungen  die  meisten 
betrieblichen  Funktionsbereiche;  von  der  Beschaffung  uber  die 
Produktion  bis  bin  zur  Finanzierung  und  Organisation.  Sie  schlieBt 
technische,  wirtschaftliche,  mathematisch-statistische  und  -  bedingt 

'y 

durch  die  Produkthaftung  -  juristische  Aspekte  ein.^ 


Die  QS  i.w.S.  wild  daher  von  manchen  Unternehmen  als  eigen- 
standige  Funktion  gesehen.  Dieses  dokumentiert  sich  dadurch,  daB 

1  )  die  Qualitatssicherung  im  Organisationsplan  von 

Unternehmen  als  eigener  Vorstands-  oder  Geschafts- 
bereich  auftaucht  oder  der  Untemehmensleitung  direkt 
unterstellt  ist3. 

2  )  bei  Qualitatsunternehmen  das  Top-Management 

deutlich  starker  in  die  Entwicklung  und  die  Umsetzung 
einer  Qualitatsstrategie  integriert  ist4. 


Vgl.  Verband  der  Automobilindustrie  e.V.  (VDA)  ;  Produktaudit  bei 
Automobilherstellern  und  Zulieferanten  ;  Seite  1 1 . 

Vgl.  auch  Begriffe  im  Bereich  der  Qualitatssicherung  ;  DGQ-Schrift 
Nr.  11 -04  ;  Seite  20. 

Rinne/Mittag  ;  Statistische  Methoden  der  Qualitatssicherung  ;  Seite  10. 
Rinne/Mittag  ;  Statistische  Methoden  der  Qualitatssicherung  ;  Seite  10, 

Vgl.  auch  Welti ;  Inspektion  und  Qualitatskontrolle  ;  Seite  1 1. 

Vgl.  McKinsey&CompanyJnc.  1995  ;  Qualitat  gewinnt :  Mit  Hochleistungs- 
kultur  und  Kundennutzen  an  die  Weltspitze  ;  Seite  4 If. 
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In  der  Qualitatsplanung  erfolgt  die  Auswahl  und  Festlegung  von 
Qualitatsmerkmalen  fur  ein  bestimmtes  Produkt  oder  Verfahren5.  Zur 
Qualitatsplanung  gehort  auch  die  Festlegung  der  anzuwendenden 
Produktionsverfahren  ( Prozefldesign  f. 

Die  Wahl  der  Produktionsverfahren  beeinfluBt  die  Produktionskosten, 
die  Toleranzbereiche  fur  ein  Qualitatsmerkmal  und  die  Moglichkeiten 
fur  die  Messung  der  Qualitatsmerkmale. 

Bestimmte  Normen,  Vorschriften  und  Richtlinien  sind  bei  der 
Planung  zu  berucksichtigen. 

Die  Qualitatssleuerung  plant,  uberwacht  und  korrigiert  die  Aus- 
fiihrung  eines  Produkts  oder  einer  Tatigkeit.  Sie  schliefit  sich  an  die 
Qualitatsplanung  an  und  baut  auf  den  Resultaten  der  Qualitatsprufung 
auf7. 

Die  Qualitatskontrolle  (  Qualitatskontrolle  im  engeren  Sinne  -  QS 
i.e.S. )  beinhaltet  einen  Soll-Ist-Vergleich,  bei  dem  festgestellt  wird, 
inwieweit  Produkte  die  an  sie  gestellten  Qualitatsanforderungen 
erfulien. 

Die  Qualitatskontrolle  kann  nach  dem  Umfang  der  durchzufuhrenden 
KontrollmaBnahmen  in  eine  Totalkontrolle  oder  eine  Partialkontrolle 
(  Stichprobenkontrolle  )  unterschieden  werden.  Durch  die  Partial¬ 
kontrolle  wird  versucht,  mit  Hilfe  statistischer  Methoden  entweder 
Aussagen  tibcr  den  Zustand  des  Produktionsprozesses  zu  machen 
(  statistische  ProzeBkontrolle  oder  Fertigungstiberwachung  ;  statistical 
process  control :  SPC  )  oder  Informationen  iiber  den  AusschuBanteil 
eines  geferliglen  Loses  zu  erhalten  (  Annahmekontrolle  oder 
Abnahmekontrolle  ;  acceptance  sampling  )8.  Werden  in  diesem 
Rahmen  Stichproben  benutzt  und  mit  Verfahren  der  mathematischen 


Vgl.  Masing  ;  Handbuch  der  QualitStssicherung  ;  Seite  33. 

Rinne/Mittag  ;  Statistische  Methoden  der  Qualitatssicherung  ;  Seite  11. 

Vgl.  Bauer  ;  Qualitatskontrolle  in  der  Fertigungsindustrie  mit  Hilfe  von 
EDV-Anlagen  ;  Seite  10. 

Vgl.  J.M.  Juran  ;  Quality  Planning  and  Analysis  ;  Seite  335. 
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Statistik  SchluBfolgerungen  auf  den  gesaraten  FertigungsprozeB 
gezogen,  so  spricht  man  von  statistischer  Qualitatssicherung  oder 
statistischer  Qualitatskontroile,  abkurzend:  SQK  (  statistical  quality 
control  )9 

Wahrend  bei  der  Abnahmepriifung  Stichprobenpriifplane  venvendet 
werden,  kommen  bei  der  Produktionskontrolle  hauptsachlich 
Kontrollkarten  ( auch  Qualitatsregelkarten  oder  Regelkarten  )  zur 
Anwendung.  Eine  Verbindung  zwischen  Produktionskontrolle  und 
Annahmepriifung  stellt  die  kontinuierliche  Stichprobenprufung  dar. 

Primarziel  der  QS  i.e.S.  ist  es,  bekannte  und  unbekannte,  bewuBt  oder 
unbewuBt  begangene  Fehler  riicksichtslos  aufzudecken  bzw.  hervor- 
ragende  Produktionsqualitaten  zu  bestatigen.  Ausgehend  vom 
Grundsatz,  daB  Qualitat  hineinfabriziert  und  nicht  erkontrolliert 
werden  darf/kann,  muB  zielbewuBte  Qualitatskontroile  eine  enge 
Kooperation  von  Produktion  und  Kontrolle,  sowie  die  eindeutige 
Festlegung  von  Verantwortlichkeiten  beinhalten. 

Dariiber  hinaus  sollte  eine  Kontrolle  grunds&tzlich  an  der  Quelle 
ausgeubt  werden,  also  an  einer  Stelle,  wo  die  Fehler  gemacht 
werden10.  Ist  die  Kontrolle  an  der  Quelle  nicht  moglich,  z.B.  beim 
Fremdbezug  von  Einbauteilen,  so  ist  eine  Uberprufung  der  Zuliefer- 
teile  sofort  nach  Erhalt  der  Warenlieferung  anzustreben.  Dement- 
sprechend  wird  die  SQK  in  Abhangigkeit  vom  Priifungszeitpunkt  in 
eine  Fertigungs-  oder  ProzeBuberwachung1 1  und  eine  Annahme-  oder 
Abnahmepriifung  klassifiziert.  Das  technische  Flilfsmittel  der 
Fertigungskontrolle  ist  die  Kontrollkarte,  mit  deren  Hilfe  die 
Regelung  Oder  Steuerung  des  Produktionsprozesses  angestrebt  wird. 
Voraussetzung  fur  die  Anwendung  der  Kontrollkartentechnik  ist,  daB 


Die  Verknupfung  von  betriebswirtschaftlichen  und  statistischen  Methoden 
zur  SQK  findet  sich  erstmals  bei  Shewhart  1931. 

Vgl.  Schaafsma  ;  Modeme  Qualitatskontroile  ;  Seite  4. 

Auch  statistische  ProzeBkontrolle  (  statistical  process  control  ). 
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wahrend  des  Arbeitsprozesses  die  Prtifung  vorgenommen  werden 
kann. 


Priifplane  werden  in  Abhangigkeit  vom  Anwendungsgebiet  und  von 
der  Art  der  Erfassung  der  Untersuchungsmerkmale  in  Attributpriif- 
plane  und  Variablenpriifplane  unterschieden.  Wenn  die  zu  priifenden 
Einheiten  qualitaliv  nach  den  Eigenschaften  „fehlerfrei“  („gut“)  Oder 
„defekt“  („schlecht“)  beurteilt  und  nur  der  Anteil  fehlerhafter  Ein¬ 
heiten  oder  die  Anzahl  der  Fehler  verwendet  werden,  dann  handelt  es 
sich  um  eine  Attributpriifung,  auch  Gut-Schlecht-Priifung12  genannt. 
Bei  der  Variablenprufung  wird  die  Qualitat  des  Priiflings  mit  einem 
quantitativen,  meBbaren  Merkmal13  unter  Ausnutzung  der  MeBwerte 
eingeschatzt.  Stichprobenverfahren  fur  die  Attributpriifung  konnen 
natiirlich  auch  auf  ein  meBbares  Merkmal  angewandt  werden,  jedoch 
wird  in  diesem  Fall  nur  darauf  geachtet,  ob  der  MeBwert  innerhalb 
oder  auBerhalb  vorgegebener  Grenzen  liegt.  In  das  PrufVerfahren 
gehen  somit  nur  die  Indikatorvariablen 

_  f  1  ,  falls  i  -  ter  Priifling  AusschuB 

1  [  0  ,  falls  i  -  ter  Priifling  brauchbar 


ein. 

Die  Attributpriifung  wird  auch  als  „Gut-Schlecht-Priifung“,  „zahlende 
Prtifung“  oder  „homograde  Stichprobenpriifung",  die  Variablen- 
priifung  als  „messende  Priifung“  oder  „heterograde  Stichproben- 
priifung“  bezeichnet.  Die  Stichprobenlange  ist  bei  der  messenden 
Priifung  haufig  viel  kleiner. 


Attributpriifplane  (  qualitative  Priifplane  )  weisen  groBere  Stichproben 
auf,  die  Prufmethoden  sind  jedoch  einfacher.  Oftmals  geniigt  eine 
Sichtpriifung,  um  den  Zustand  des  Priiflings  ( zufriedenstellend  oder 
nicht )  zu  bestimmen. 


Vgl.  Vogt ;  Methoden  der  Statistischen  Qualitatskontrolle  ;  Seite  65. 

Zum  Begriff  des  Merkmals  vgl.  Muller-Rossow  ;  DIN  55350  :  BegrifFe  der 
Qualitatssicherung  und  Statistik  ;  QZ  21  (  1976  )  ;  Heft  5  ;  Seiten  111-113. 
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Bei  der  Prtifung  verchromter  Gegenstande  ware  es  auBerst  unprak- 
tisch,  den  Glanz  des  Chromspiegels  zahlenmaBig  messen  zu  wollen. 
Eine  „Gut/Schlecht“-  Priifung  ist  hier  vorteilhaft.  Andererseits  ist  das 
Priifverfahren  bei  der  Bestimmung  von  Langung  und  Streckgrenze  von 
StahlguBteilen  so  schwierig,  kostenintensiv  und  zeitraubend,  daB  man 
die  Stichproben  moglichst  klein  halten  wird.14  Eine  Entscheidung  fur 
einen  Variablenpriifplan  ist  in  diesem  Fall  angebracht. 

Hauptgegenstand  der  vorliegenden  Arbeit  sind  die  Attribut-  und 
Variablenprufplane  der  Annahmekontrolle. 

Durch  die  Annahmekontrolle  (  auch  Abnahmekontrolle  )  wird 
uberpriift,  ob  ein  produziertes  Los  von  Vor-,  Zwischen-  oder  End- 
produkten  einem  geforderten  Qualitatsstandard,  ausgedruckt  durch 
einen  AusschuBanteil,  entspricht.  Die  Annahmekontrolle  kann  als 
Eingangs-,  Zwischen-  und  als  Endkontrolle  durchgefuhrt  werden.  Die 
Verfahren  der  Annahmekontrolle  haben  im  Gegensatz  zu  denen  der 
ProzeBkontrolle  keinen  unmittelbaren  EinfluB  auf  die  Produktion.  Das 
statistische  Instrument  der  Abnahmekontrolle  ist  der  Stichprobenpruf- 
oder  Prufplan,  welcher  Anweisungen  zur  Annahme  oder  Ablehnung 
eines  Loses  enthalt15. 

Ein  Prufplan  enthalt  Angaben  iiber  die  Anzahl  zu  priifender  Einheiten 
sowie  dariiber,  bis  zu  welcher  Anzahl  beanstandeter  Einheiten  ein  Los 
akzeptiert  werden  kann. 

DIN  55350  definiert :  „Eine  Menge  eines  Produktes,  die  unter 
Bedingungen  entstanden  ist,  die  als  einheitlich  angesehen  wird.“  als 
Los  (lot)  bzw.  Posten.  Ein  Priiflos  bezeichnet  ein  Los,  das  einer 
Qualitatspriifung  unterzogen  werden  soli. 


Norbert  L.  Enrick  ;  Qualitfttskontrolle  im  Industriebetrieb  ,  Methoden  und 
Anwendungen  ;  Seite  55. 

Vgl.  W.  Uhlmann  ;  Statistische  QualitStskontroiie  ;  Seite  95. 
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Wird  ein  Los  bzvv.  die  betrachtete  Menge  aufgrund  der  Priifung  ohne 
weitere  MaBnahmen  (  Nacharbeit,  Aussortierung,  Vemichtung,  Ver- 
schrottung  oder  Riicksendung  an  den  Lieferanten)  ihrem  Zweck  zu- 
geftihrt,  so  bezeichnet  man  dies  als  Annahme  der  Partie.  Jedes  andere 
Verhalten  wird  als  Ablehnung  der  Partie  bezeichnet.16  Fur  die  Ver- 
wendung  von  Prufverfahren  der  statistischen  Qualitatskontrolle  ist 
nicht  relevant,  ob  eine  Ablehnung  eine  Riicklieferung  ( im  Falle  der 
Eingangskontrolle  )  oder  eine  Nacharbeit  der  Erzeugnisse  ( im  Falle 
der  Endkontrolle  )  zur  Folge  hat17. 

Die  Entscheidung  iiber  Annahme  bzw.  Ablehnung  ist  im  allgemeinen 
mit  Risiken  verbunden.  Eine  irrtumliche  Weiterverarbeitung  fehler- 
hafter  oder  ein  irrtumliches  Verwerfen  fehlerfreier  Erzeugnisse  fiihrt 
meist  zu  Folgekosten.  Die  Annahme  eines  Loses  minderwertiger 
Qualitat  kann  u.a.  Storungen  im  Produktionsablauf  verursachen.  Eine 
hierdurch  hervorgerufene  Produktionsunterbrechung  wurde  zu  er- 
hohten  Fertigungskosten  fiihren.  Zum  anderen  wurde  eine  Ablehnung 
eines  Loses,  dessen  Qualitat  hervorragend  ist,  das  Verhaltnis  zwischen 
Lieferanten  und  Abnehmer  nachhaltig  negativ  beeinflussen.  Die 
Wahrscheinlichkeit  der  Riicksendung  einer  einwandfreien  Waren- 
partie  an  den  Lieferanten  muB  somit  gering  gehalten  werden.  Ziel  der 
Annahmekontrolle  ist  eine  „gerechte“  Entscheidung  iiber  die  An¬ 
nahme  oder  Ablehnung  einer  Warenlieferung.  Bei  der  Anwendung 
von  Testverfahren  konnen  grundsatzlich  zwei  verschiedene  Fehlent- 
scheidungen  auftreten : 

•  Ein  Los,  das  eigentlich  den  Qualitatsanforderungen  geniigt, 
wird  abgewiesen.  Die  Ablehnung  eines  ausreichend  guten 
Loses  wird  als  Fehler  erster  Art  bezeichnet. 

•  Ein  Los,  das  den  Qualitatsanforderungen  nicht  geniigt,  wird 
angenommen.  Eine  solche  Annahme  eines  schlechten  Loses 
wird  als  Fehler  zweiter  Art  bezeichnet. 

!  Vgl.  H.  Vogt ;  Methoden  der  statistischen  Qualitatskontrolle  ;  Seite  65. 

!  Vgl.  von  Collani ;  Optimale  Wareneingangskontrolle  ;  Vorwort. 
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Definition  1  :  Sei  8  ein  beliebiger  Prufplan  und  pe  [0,1]  der 
AusschuBanteil  im  Los. 

Dann  heiBt  L  §  (  p )  =  L  (  p  )  :=  Pp  ( Annahme  des  Loses  bei 
Kontrolle  mit  5 )  Operationscharakteristik  ( OC )  von  5  . 

Fur  alle  in  dieser  Arbeit  behandelten  Priifplane  5  ist  L  §  ( • )  streng 
monoton  fallend  ( 0  <p<l). 

Die  Operationscharakteristik  (  auch  Annahmekennlinie,  kurz  :  OC- 
Kurve  )  wird  zur  Charakterisierung  von  Stichprobenplanen  heran- 
gezogen.  Die  OC-Kurve  eines  Prufplanes  liefert  einen  Langzeit- 
Erwartungswert  fur  den  Prozentsatz  angenommener  Lose  in  Ab- 
hangigkeit  vom  Niveau  des  Fehleranteils  der  Fertigung. 

Vereinbarung  1 :  Lose  mit  einem  AusschuBanteil  p  <  pi  gelten  als 

1  Q 

einwandfrei.  pi  heiBt  annehmbare  Qualitatslage  . 

Vereinbarung  2:  Lose  mit  einem  AusschuBanteil  p  >  p2  gelten  als 
nicht  einwandfrei.  p2  heiBt  riickzuweisendc  Qualitatslage19. 

GemaB  diesen  Vereinbarungen  ist  nun  der  Fehler  erster  Art  die  Rtick- 
weisung  eines  Loses  mit  p  <  pi ,  der  Fehler  zweiter  Art  die  Annahme 
eines  Loses  mit  p  >  p2.  Das  zu  ermittelnde  PrufVerfahren  8  soli  sowohl 
den  Produzenten  als  auch  den  Abnehmer  schutzen.  Deshalb  werden 
Schranken  a  und  (3  mit 

(  1  )  P  ( Fehler  erster  Art )  <  a , 

(  2  )  P  ( Fehler  zweiter  Art )  <  p 

vorgegeben. 


Die  annehmbare  Qualitatslage  wird  auch  als  AQL  (  Accept  Quality  Level  ) 
bzw.  Gutgrenze  bezeichnet. 

Die  riickzuweisende  Qualitatslage  wird  auch  als  LQ  (  Limiting  Quality  )  , 
LTPD  (  Lot  Tolerance  Percent  Defective  )  bzw.  Schlechtgrenze  bezeichnet. 
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Unter  Verwendung  der  Operationscharakteristik  L5  und  deren  oben 
erwahnter  Monotonie  sind  (  1  ) ,  (  2  )  Equivalent  zu 

(la)  Ls(Pi  )>  1  -  a, 

(2a)  L§(  p2  )<  p. 

Hierbei  vereinbaren  wir  0<P<l-a<l  und  0  <  p!  <  p2  <  1. 
Ublicherweise  werden  die  Parameter  pi ,  p2 ,  a  ,  P  einvernehmlich 
von  Produzent  und  Abnehmer  festgelegt. 

Definition  2  :  Prufplane  8  mit  (  la ) ,  (  2a )  werden  als  zugelassen 
bezeichnet. 

In  dieser  Arbeit  befassen  wir  uns  mit  ein-  und  zweistufigen  Priif- 
planen.  Bei  einfachen  Priifplanen  ist  der  Prufumfang  konstant.  Bei 
zweifachen  Priifplanen  kann  die  Entscheidung  iiber  Annahme  oder 
Ablehnung  des  Loses  bereits  nach  einer  ersten  Stichprobe  erfolgen 
oder  erst  nach  einer  zweiten.  Deshalb  ist  der  insgesamt  erforderliche 
Prufumfang  eine  Zufallsvariable,  die  vom  Ausschuflanteil  p  abhangt. 
Durch  (  la ) ,  (  2a )  sind  weder  ein-  noch  zweifache  Prufplane  ein- 
deutig  festgelegt. 

Sei  E  die  Menge  aller  zugelassenen  einfachen  Attribut-  bzw. 
Variablenprufplane.  Fur  8  e  E  sei  n5  der  Prufumfang  von  8.  Dann 
wird  zur  Vermeidung  unnotiger  Priifkosten  derjenige  Plan  8*  aus  E 
gewahlt,  fur  den  gilt 

(  3  )  nt.  =  min  n , . 

V  J  5  (J  e  E  5 


Vereinbarung  3  :  Der  einfache  Prtifplan  8*  zu(la),(2a),(3) 
heiBt  zu  pi  ,  p2 ,  a  und  P  gehorender  Plan. 
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In  Abschnitt  2. 1  werden  einfache  Attributpriifplane  und  in  Abschnitt 
4. 1  einfache  Variablenpriifplane  fur  N(p,a2)-  verteilte  Merkmale  mit 
bekanntem  o  und  unterer  Toleranzgrenze  Tu  behandelt. 

Aus  okonomischen  Griinden  sind  solche  Prufplane  interessant,  die 
zugelassen  sind  und  im  Mittel  Prufkosten  gegeniiber  den  betrachteten 
einfachen  Planen  einsparen.  Eine  Moglichkeit,  solche  Einsparungen 
zu  erzielen,  bietet  die  Ausnutzung  von  vollstandigen  bzw.  unvoll- 
standigen  Vorinfomiationen20.  Eine  andere  Moglichkeit  bieten  soge- 
nannte  zweifache,  mehrstufige  oder  sequentielle  Prufplane.  Bei 
solchen  Prufplanen  8  ist  der  insgesamt  benotigte  Priifumfang  bis  zur 
endgultigen  Entscheidung  uber  Annahme  oder  Ablehnung  des  Loses 
eine  Zufallsvariable,  deren  Erwartungswert  N5  (  p  )  =  N  (  p )  auch  als 
ASN  (  average  sample  number )  bezeichnet  wird.  Dabei  sei 
):=  omaxi  N,  (p). 

Wir  befassen  uns  insbesondere  mit  zweifachen  Attribut-  und 
Variablenprufplanen.  Sei  Z  die  Menge  aller  zugelassenen  zweifachen 
Attribut-  bzw.  Variablenpriifplane.  In  den  folgenden  Kapiteln  werden 
sowohl  fur  den  zweifachen  Attributprufplan  wie  auch  fiir  den 
zweifachen  Variablenprufplan  Verfahren  entwickelt,  die  es  gestatten 
denjenigen  Plan  5*  e  Z  zu  bestimmen,  der  (  la )  und  (  2a  )  erfiillt,  d.h. 
zugelassen  ist,  und 

(4)  N  (<T)  =  minN  ^(S) 

S  e  Z 

erfiillt. 

Solche  Plane  werden  als  ASN-Plane  bezeichnet.  Die  Abschnitte  2.2 
bzw.  4.2  beschaftigen  sich  mit  ASN-Planen  der  zweifachen  Attribut- 


Vgl.  Krumbholz  ,  W.  /  Pflaumer  ,  P.  ;  Moglichkeiten  der  Kostenein- 
sparung  bei  der  Qualitiitskonlrolle  durch  Beriicksichtigung  von  unvoll- 
standigen  Vorinformationen  ;  in  :  Zeitschrift  fiir  Betriebswirtschafi ;  52.  Jg.  ; 
1982  ;  Hefi  1 1/12  ;  Seiten  1088-  1 102. 
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bzw.  Variablenprufung.  In  den  Kapiteln  3  bzw.  5  werden  Algo- 
rithmen  zur  Bestimmung  der  ASN-Plane  fur  den  Fall  der  Attribut- 
bzw.  Variablenprufung  vorgestellt.  Diese  Plane  weisen  einen  maxi- 
malen  mittleren  Prufumfang  auf,  der  bis  zu  32  %  unterhalb  des  Stich- 
probenumfanges  des  entsprechenden  einfachen  Planes  liegt.  Bei 
beiden  Algorithmen  wird  auf  jegliche  Restriktion  zwischen  den 
Parametern  der  Plane,  wie  z.B.  die  Festlegung  von  konstanten  Ver- 
haltnissen  zwischen  den  Stichprobenumfangen  und  den  Annahme- 
kennzahlen,  verzichtet.  Dieser  Verzicht  impliziert  zum  einen  einen 
weit  groBeren  Rechenaufwand  bei  der  Bestiimnung  von  zweifachen 
Stichprobenplanen  ;  zum  anderen  weisen  die  ermittelten  ASN-Plane 
jedoch  durchschnittliche  Stichprobenumfange  auf,  die  unterhalb 
solcher  Verfahren  liegen,  bei  denen  Restriktionen  zwischen  den 
Parametern  der  Plane  vorgenommen  werden. 

Gegenstand  dieser  Arbeit  sind  daruber  hinaus  Vergleiche  mit  be- 
stehenden  Priifplansammlungen.  In  diesen  Prufplansammlungen 
werden  durchweg  zur  Vereinfachung  und  Vereinheitlichung  feste 
Verhaltnisse  zwischen  den  Stichprobenumfangen  bzw.  den 
Annahmekennzahlen  vereinbart.  Diese  Vorgabe  von  festen 
Verhaltnissen  fiihrte  stets  zu  erhohten  durchschnittlichen  Stichproben¬ 
umfangen;  teilweise  sogar  zu  durchschnittlichen  Stichproben¬ 
umfangen  oberhalb  der  Stichprobenumfunge  der  OC-aquivalenten 
Einfachplane.  Unter  solchen  Umstanden  ist  die  Verwendung  von 
zweifachen  Stichprobenplanen  unzweckmaBig.  Der  in  Kapitel  3.2  vor- 
gestellte  Algorithmus  reduziert  die  maximale  ASN  sowohl  gegenuber 
den  oben  erwahnten  Prufplansammlungen  als  auch  gegenuber  den 
OC-aquivalenten  Einfachstichprobenplanen  betrachtlich.  Die  mit 
Hilfe  des  in  Kapitel  3.2  beschriebenen  Algorithmus  durchgefuhrten 
Berechnungen  sind  Gegenstand  des  Kapitels  3.3  und  verdeutlichen  die 
erzielbaren  durchschnittlichen  Stichprobeneinsparungspotentiale.  In 
den  Kapiteln  4  und  5  wird  gezeigt,  daB  sich  auch  im  Bereich  der 
Variablenprufung  erhebliche  Stichprobeneinsparungen  durch  den 
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Verzicht  auf  Restriktionen  zwischen  den  funf  einen  zweifachen 
Variablenprufplan  charakterisierenden  Parametern  realisieren  lassen 
Zunachst  werden  in  Kapitel  4  und  5. 1  die  Grundlagen  der  einfachen 
und  zweifachen  Variablenprufung  vermittelt,  bevor  in  Kapitel  5.2 
erneut  ein  Algorithmus  vorgestellt  wird.  Mit  diesem  konnen  zwei- 
fache  Variablenpriifplane  berechnet  werden,  deren  maximale  ASN 
wieder  minimiert  wird.  Ein  Vergleich  ermittelter  Resultate  mit  vor- 
handenen  Stichprobenplanen  erfolgt  in  Kapitel  5.3. 

Beide  Algorithmen  wurden  in  ein  entsprechendes  C++  Programm 
umgesetzt.  Mit  diesen  Programmen  wurden  die  in  dieser  Arbeit 
dargestellten  Ergebnisse  ermittelt.  Fur  uber  1000  Parameterkons- 
tellationen  von  pi  ,  p2 ,  a  und  (3  wurden  die  entsprechenden  zwei¬ 
fachen  Stichprobenplane  auch  schon  vertafelt  und  brauchen  somit 
nicht  erneut  berechnet  zu  werden. 


An  dieser  Stelle  mochte  ich  mich  recht  herzlich  bei  Herm  Prof.  Dr. 
Wolf  Krumbholz  fur  die  vielfaltigen  Anregungen  und  die  intensive 
fachliche  Betreuung  bedanken.  Ohne  diese  Ratschlage  und  Unter- 
stutzung  ware  die  Arbeit  niemals  entstanden. 

Daruber  hinaus  bedanke  ich  mich  bei  Herm  Dipl.-Wi.  Ing.  Rainer 
Lassahn  fur  die  geleistete  Unterstutzung. 


11 


Kapitel  2  :  Ein-  tind  zvveifache  Attributpriifplane 


Kapitel  2  :  Ein-  und  zweifache  Attributprufplane 


2.1  :  Einfache  Attributprufplane 

Einfache  Prufplane  bestehen  aus  nur  zwei  Parameters  Daher  sind 
diese  am  einfachsten  anwendbar. 

Definition  3  :  Der  einfache  AttributprQfplan  ( n ,  c )  ist  gegeben  durch 
die  Entscheidungsvorschrift : 

( i )  Ziehe  eine  Stichprobe  der  Lange  n  und  bestimme  die 
Anzahl  X  fehlerhafter  Exemplare  in  dieser  Stichprobe. 

( ii )  Falls  X  <  c  ,  Annahme  des  Loses. 

Falls  X  >  c  ,  Ablehnung  des  Loses. 

Zur  Vermeidung  trivialer  Prufplane  vereinbaren  wir  :  0  <  c  <  n  . 

Itn  Falle  von  c  <  0  wurde  die  Partie,  unabhangig  vom  Stichprobener- 
gebnis,  stets  abgelehnt  und  im  Falle  von  c  >  n  stets  angenommen.  In 
beiden  Fallen  ware  die  Entnahme  und  Kontrolle  der  Stichprobe 
unnotig.  Sei  N  der  Losumfang,  M  die  Anzahl  der  fehlerhaften  Ein- 
heiten  im  Los  und  p  =  M  /  N  der  AusschuBanteil,  d.h.  der  Anteil 
fehlerhafter  Einheiten  im  Los.  Fur  die  OC  von  (  n ,  c  )  ergibt  sich  : 

L  (  p  )  =  Pp  (  Annahme )  =  Pp  (  X  <  c  ) 

0  (  n  X 

^  pm(l-p)nni  ,  falls  Stichprobe  mit  ZRL 

m=0  '•^2 


falls  Stichprobe  ohne  ZRL 
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Stichproben  mit  ZRL  sind  in  der  Praxis  ungebrauchlich.  Daher  werden 
im  folgenden  nur  noch  Stichproben  ohne  ZRL  betrachtet.  Fur  groBe 
Losumfange  kann  auch  im  Falle  der  Entnahme  ohne  Zurucklegen 
naherungsweise  ( Binomialapproximation ) 

(5)  up)  -  |Qp‘o-Pr 


gesetzt  werden. 

1st  uberdies  p  klein,  so  laBt  sich  die  OC  wegen  des  Poissonschen 
Grenzwertsatzes  gemaB 


(6)  L(p) 


I 


ML.*- 

m  ! 


berechnen  ( Poissonapproximation  ).  Als  Faustregel  fiir  die  Verwend- 
barkeit  der  Nahrungsformel  ( 6  )  wird  in  der  Literatur  z.B.  n  >  50  , 
p  <  0.1  genannt21. 


In  dieser  Arbeit  wird  meistens  die  Approximation  ( 6  )  Verwendung 
finden.  Die  Ermittlung  des  Prufplanes  (  n  ,  c  )  auf  der  Grundlage  der 
hypergeometrischen  Verteilung  hatte  umfangreiche  und  schwierige 
Berechnungen  zur  Folge.  Die  Berechnungen  lassen  sich  jedoch  durch 
die  Approximation  erheblich  reduzieren.  Die  ermittelten  Resultate 
sind  i.a.  ausreichend22.  Die  Bestimmung  des  einfachen  Attributpruf- 
planes  (  n  ,  c )  erfolgt  derart,  daB  unter  alien  zugelassenen  Prufplanen 
gemaB  (  3  )  derjenige  gewahlt  wird,  dessen  n  minimal  ist.  Es  ergeben 
sich  nach  ( la )  und  ( 2a )  die  folgenden  Ungleichungen  : 


-L,  (n-p.) 

(?)  £ 

m ! 


•e-np‘  >  1  -  a 


und 


(8)  £  v  Vl!  ■e-"  <  p 


m  =  0 


m  ! 


Vgl.  z.B.  Uhimann,  W.  ;  Statistische  Qualitatskontrolle.  Seite  114. 

Vgl.  Krumbholz  ,  W.  /  Pflaumer  ,  P.  ;  Moglichkeiten  der  Kostenein- 
sparung  bei  der  Qualitatskontrolle  durch  Beriicksichtigung  von  unvoll- 
standigen  Vorinformationen  ;  in  :  Zeitschrift  fur  Betriebswirtschaff ;  52.  Jg.  ; 
1982  ;  Heft  11/12  ;  Seiten  1088  -  1102. 
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Mit  Hilfe  von  (  7  )  und  (  8  )  kann  der  nachfolgende  Algorithmus  zur 
Berechnung  von  einfachen  Attributpriifplanen  5*  entwickelt  werden. 


bis  n  =  n  (  c  )  auch  L  (  pi )  >  1  -  a  erftillt 

Abbildung  1  :  Algorithmus  zur  Bestimmung  einfacher  Attributpriifplane  8  * 


Die  mit  Hilfe  dieses  Algorithmus  ermittelten  GroBen  n  und  c  be- 
schreiben  den  einfachen  Attributprufplan  5*  zu  gegebenen  Parametem 
p, ,  p2 ,  a  und  p.  Aufgrund  einer  bekannten  Monotonieeigenschaft  der 
Operationscharakteristik  kann  stets  ein  einfacher  Attributprufplan  8* 
mit  diesem  Algorithmus  berechnet  werden23.  Dariiber  hinaus  verdeut- 
licht  dieser  Algorithmus  vorweg  schon  einmal  das  grundsatzliche 
Vorgehen  bei  der  Ermittlung  von  zweifachen  Attributpriifplanen24. 
Beispiel  1  veranschaulicht  noch  einmal  die  Bestimmung  von  8*. 

Beisoiel  1  :  pj-0.01  ,  p2  =  0.05  ,  a  =  0.1  ,  p-0.05 

1 ,  Schritt :  a  )  c  =  0 

b  )  Kleinstes  n  =  n  ( 0  ) ,  das  L  (  p2 )  <  p  erfiillt,  ist : 
n  =  n  (  0  )  =  60 

c )  Probe  in  L  (  pi )  >  1  -  a  nicht  erfiillt ,  da  e  ~ 0  01  x  11  <  1  -  a 

2.  Schritt :  a)c  =  1 

b )  Kleinstes  n  =  n(la),dasL(p2)<P  erfiillt,  ist  : 
n~n  ( la  )  =  94 

c )  Probe  in  L  (  pi )  >  1  -  a  wiederum  nicht  erfiillt. 

Vgl.  z.B.  Ublmann,  W. ;  Statistische  Qualitfttskontrolie  ;  Seite  116. 

24  Vgl.  Kapitel  3.2:  Der  Algorithmus  zur  Bestimmung  des  ASN-PIanes. 
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3,  Schritt :  a )  c  =  2 

b )  Kleinstes  n  =  n  ( 2a ) ,  das  L  ( p2 )  <  |3  erfiillt,  ist : 
n  =  n  ( 2a )  =  326 

c  )  Probe  in  L  (  pi )  >  1  -  a  wiederum  nicht  erfiillt. 

4,  Schritt :  a )  c  =  3 

b )  Kleinstes  n  =  n  ( 3  ) ,  das  L  ( p2 )  <  (3  erfullt,  ist : 
n  =  n  ( 3  )  =  156 

c  )  Probe  in  L  (  pi )  >  1  -  a  erfullt. 

Somit ergibt sich ( n ,  c )  =  ( 156  ,  3  ). 

Abbildung  2  zeigt  die  OC  dieses  Planes. 


Abbildung  2  :  OC  des  einfachen  Attributpriifplans  (  n  ,  c  )  =  (  156 , 3  ) 


1500  einfache  Attributprufplane  8*,  die  entsprechend  diesem  Beispiel 
bestimmt  worden  sind,  sind  vertafelt25.  Somit  stehen  fur  die  in  der 
Praxis  gelaufigsten  Kombinationen  aus  pi ,  p2 ,  a  und  p  entsprechen- 
den  Stichprobenumfange  bzw.  Annahmezahlen  zur  Verfugung. 


Vgl.  Miiller,  Kai  ;  Diplomarbeit  :  „Zur  Berechnung  von  zweifachen 
Attributpriifplanen  mit  minimalem  mittleren  PrijfUmfang“  ;  Universitat  der 
Bundeswehr  Hamburg  ;  Band  la ,  Band  lb  und  Band  II. 
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Bemcrkung  1:  ( i )  Ein  weiteres  Verfahren  zur  Bestimmung  von  ein- 
fachen  Attributprufplanen  5*  beruht  auf  einem  Zusammen- 
hang  zwischen  der  Poissonverteilung  und  der  Chi-Quadrat- 
Verteilung.  Mit  Hilfe  dieses  Verfahrens  kann  auch  ohne 
Computerunterstiitzung  der  einfache  Attributprufplan  8 
schnell  erinittelt  werden.  FUr  Programmierzwecke  ist  a'oer  der 
in  Abbildung  1  dargestellte  Algorithmus  geeigneter. 
Bezeichne  Gf  bzw.  Gf 1  die  Verteilungsfunktion  der  Chi- 
Quadrat- Verteilung  mit  f  Freiheitsgraden  bzw.  deren  Inverse, 
wobei  f  Element  der  naturlichen  Zahlen  sei. 

Sei  D  die  Menge  aller  naturlichen  Zahlen  d,  zu  denen  es  zu 
gegebenen  p] ,  p2 ,  a ,  (3  mindestens  eine  natiirliche  Zahl  m 
gibt  mit 

(9)  rLG;il,(l-/t)<m<i-0;.11(«)  , 
zp2  ZPj 

und  n(d)  das  kleinste  dieser  m.  Dann  gilt  fur  di ,  d2  e  D 
mit  dj  <  d2  auch  n(d])  <  n(d2). 

( ii )  Der  einfache  Attributprufplan  (  n  ,  c  )  erfullt26 

(  10  )  c  -  mind  ,  n  =  n(c) . 

del) 

Beisniel  2  :  Pi  =  0.01  ,  p2  =  0.05  ,  a  =  0.1  ,  p  =  0.05 

Wegen  ^G;'(0.95)=  125.92  >  ^-G;'(0.1)  =  1 10.20 
und 

— Gs’ (0.95)  =  155.07  <  — G;‘(0.1)  =  174.50 
0.1  8  0.02 

ist  (  9  )  fur  2*(d+l)  =  8  erfullt. 

Somit  erhalt  man  (n,c)  =  (  156,3). 

Dies  ist  derselbe  Plan  wie  in  Beispiel  1 . 

1  Vgl.  z.B.  Uhlmann,  W.  ;  Statistische  Qualitatskontrolle  ;  Seite  121. 
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2.2 :  Zweifache  Attributprufplane 


Die  urspriingliche  Idee  der  zweistufigen  Priifplane  ist,  fur  besonders 
gute  und  besonders  schlechte  Partien  schnell  zu  einer  Entscheidung  zu 
gelangen27,  um  im  Mittel  Prufumfang  zu  sparen. 


Definition  4  :  Ein  zweifacher  Attributpriifplan  8 


ist  gegeben  durch  die  Prufvorschrift : 

( i )  Ziehe  eine  erste  Stichprobe  vom  Umfang  ni  und  bestimme 
die  Anzahl  X]  fehlerhafter  Exemplare  in  dieser  Stichprobe. 
Falls  X!  <  Cj  ,  nimm  das  Los  an. 

Falls  Xj  >  c2 ,  lehne  das  Los  ab. 

Falls  C]  <  Xj  <  c2 ,  gehe  zu  ( ii ). 


( ii )  Ziehe  eine  zweite  Stichprobe  vom  Umfang  n2  und  be¬ 
stimme  die  Anzahl  X2  fehlerhafter  Exemplare  in  dieser 
Stichprobe. 

Falls  Xi  +  X2  <  c3 ,  nimm  das  Los  an. 

Falls  X)  +  X2  >  c3 ,  lehne  das  Los  ab. 

Die  funf  nicht-negativen  ganzen  Zahlen  ni ,  n2 ,  C]  ,  c2  und  c3  konnen 
zur  Vermeidung  trivialer  Priifplane  nicht  beliebig  gewahlt  werden28. 
Fiir  zweifache  Attributprufplane  machen  wir  deshalb  die  folgenden 
Einschrankungen  : 


(  H  )  c,<  c2  , 
(12)  nj  >  c,  , 

(  13  )  n,  +  n2  >  c3 . 


Vgl.  Uhlmann  ;  Statistische  Qualitatskontrolle  ;  Seite  146. 

Vgl.  auch  Schaafsma  /  Willemze  ;  Modeme  Qualitatskontrolle  ;  Seite  225. 
Vgl.  Rinne  /  Mittag  ;  Statistische  Methoden  der  Qualitatssicherung 
Seite  207. 
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Die  Operationscharakteristik  (  OC  )  von  8  ist  gegeben  durch 

(  14)  L,(p)“L(p)=Pp(X,  SC,)  + 

|>(X2<c3-klX,=k)-P(X,  =  k). 

k:=Cj+l 

Unmittelbar  ersichtlich  sind  die  Eigenschaften  L  ( 0  )  =  1  und 
L  ( 1  )  =  0.  Die  strenge  Monotonie  fur  die  OC  ist  wiederum  gegeben. 
Einfachstichprobenplane  und  Doppelstichprobenplane  rait  exakt 
deckungsgleicher  OC  sind  im  allgemeinen  nicht  bestimmbar29.  Alien- 
falls  kdnnen  zweifache  Plane  konstruiert  werden,  die  in  ausgewahlten 
Punkten  mit  den  OC-Werten  der  Einfachplane  ubereinstimmen. 

Solche  Plane  mit  ntiherungsweise  gleicher  OC-Kurve  heiBen 
approximativ  OC-aquivalente  Prdfplane.  OC-aquivalente  Prufplane 
weisen  insbesondere  die  gleiche  Trennscharfe  auf 30.  Im  weiteren 
Verlauf  der  Arbeit  wird  zu  einem  Einfachstichprobenplan  der  OC- 
aquivalente  Doppelstichprobenplan  auch  als  entsprechender 
Doppelstichprobenplan  bezeichnet31.  Im  Gegensatz  zum  Einfach¬ 
stichprobenplan  ist  der  insgesamt  benotigte  Stichprobenumfang  bei 
Doppelstichprobenplanen  keine  festgelegte  GrdBe  mehr,  sondem 
hangt  vielmehr  vom  Zufall  ab.  Fur  den  Gesamtprufumfang  ist  der 
Prufausgang  der  ersten  Stichprobe  entscheidend32.  Die  Wahrschein- 
lichkeit,  daB  eine  zweite  Stichprobe  vom  Umfang  n2  benotigt  wird, 
betragt  in  Abhangigkeit  vom  AusschuBanteil  p  : 

(15)  Q5(p)  =  Q(p)  =  Pp(c1+l<X1<c2). 

FUr  den  Erwartungswert  des  insgesamt  benotigten  Pnifurnfanges 
( ASN  )  erhalt  man  : 

(16)  N,(p)-=N(p)  =  ni+n2.Q,(p). 

Es ist sofort nj  <N(p)<ni  +  n2 ersichtlich . 

Ausnahme  :  ci  =  c2.  In  diesem  Fall  stimmt  der  zweifache  Plan  (  ni  ,  n2  , 
Ci ,  c2 ,  c3 )  mit  dem  einfachen  Plan  ( nj ,  Cj  )  uberein. 

Vgl.  Rinne  /  Mittag  ;  Methoden  der  statistischen  Qualitatssicherung  ; 
Seite  220fF. 

Approximativ  OC-aquivalente  PrilfplSne  sind  z.B.  die  Plane  (  n  ,  c  )  = 
(156,3)  und  (  ni ,  n2 ,  Ci  ,  c2  ,  c3  )  =  (  82 , 76 , 0 , 2 , 3  ). 

Vgl.  Schindowski  /  Schiirz  ;  Statistische  QualitStskontrolle  :  Kontrollkarten 
und  Stichprobenplane  ;  Seite  239  ff. 
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Wie  bei  den  einfachen  AttributpriifplEnen  verwenden  wir  auch  fur  die 
zweifachen  Attributpriifplane  durchweg  die  klassische  Poissonap- 
proximation,  die  z.B.  auch  Hamaker  /  Van  Strik33  benutzten.  Mit 

(17)  P(A;c):  =  (A  >0,c  <=Af0) 

k=0 

verwenden  wir  durchweg  die  Naherungsformeln 

(18)  L,(p)  =  P(n,p;c,)  +  P(n2p;c3  -  k)^^-en,p  , 

k:=c,+l  K.! 


(19)  Qtf(p)“P(nlp;c2)-P(n1p;c,). 


Gleichung  (  18  )  ist  Equivalent  zu  : 


(20)  L,(p)  =  e-""> -  £ 


(n<  P)" 


•  + 


ni,=0  m! 


-p-(n,+n2) 


■  z  z 

in,=Ct+l  m,  =0 


m, 


m2! 


•P 


Unter  Verwendung  von  ( 19  )  ergibt  sich  fur  die  ASN  aus  (  16  ) 

(21)  Ns(p)=  n,  +n2-j  £  ElT) 

[m^+1  m ! 

Wir  setzen  noch 


(22)  Qmax(^):=  max  Qtf(p), 

0  £p5  I 

(  23  )  Nmax  (A):  =  max  N  s  (p)  =  n ,  +  n 2  Q  m9X  ( 5). 

0  <pS  1 


Ferner  bezeichnen  wir  den  Ort,  an  dem  Ng(-)  das  Maximum  annimmt, 
mit  pmax.  Es  seien  eine  Gutgrenze  ( AQL )  pj,  eine  Schlechtgrenze 
( LQ  )  p2  sowie  Fehlemiveaus  a,(3(0<pi<p2<l  ;0<p<l-a<l) 
vorgegeben.  Gesucht  werden  solche  zweifachen  Attributpriifplane  8, 
die  die  Bedingungen  ( la ) ,  ( 2a )  erfiillen,  d.h.  die  gemaB  Definition  2 
zugelassen  sind. 


Vgl.  Hamaker,  H.  C.  /  van  Strik,  R.  ;  The  Efficiency  of  Double  Sampling  for 
Attributes  ;  in  :  Journal  of  the  American  Statistical  Association  50  ; 
Seiten  830  -  849. 
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Es  ist  naheliegend,  neben  (  la  ) ,  ( 2a  )  noch  zu  fordem,  daB  die  Plane 
gewisse  Prufkosten  minimieren  sollen. 

Guenther34  betrachtete  Plane  mit  c2  =  c2,  die  fur  beliebige 

2 

nicht-negative  Gewichte  ai,  a2  mit  2]aj  =  1 

i=i 

( 24 )  aiN(p,)+a2N(p2) 
minimieren. 

Taylor35  betrachtete  Plane,  bei  denen  ni  ,  n2 ,  ci ,  c2 ,  c3  keinen 
Restriktionen  unterliegen.  Er  berichtet  von  einem  Programm,  das  fur 

ein  beliebig  feslzulegendes  p0  und  nicht-negative  Gewichte  a0 ,  aj ,  a2 

2 

mit  ^aj  =  1  unter  Binomialapproximation  einen  zugelassenen  Plan 

i=0 

bestimmt,  der 

( 25 )  a0N(p0)+a,N(pI)+a2N(p2) 

minimiert.  In  Kapitel  3  dieser  Arbeit  wird  noch  einmal  auf  diese 
Taylorschen  Plane  eingegangen. 

In  der  vorliegenden  Arbeit  werden  die  betrachteten  Plane  ebenfalls 
keinerlei  Restriktionen  unterworfen.  Sei  Z  die  Menge  aller 
zugelassenen  zweifachen  Attributpriifplane,  die  ( 11  ) ,  (  12  ) ,  (  13  ) 
erfullen.  Wir  verwenden  in  dieser  Arbeit  anstelle  von  ( 25  )  das 
natiirlicher  erscheinende  Kriterium  der  maximalen  ASN.  Es  werden 
solche  Plane  5*  e  Z  bestimmt,  fur  die 

(26)  N  max  (S* )  =  min  N  (£) 

Set 


gilt. 


Vgl.  Guenther,  W.C.  ;  A  Procedure  for  Finding  Double  Sampling  Plans  for 
Attributes  ;  in  :  Journal  of  Quality  Technology  2  ;  Seiten  219-225. 

Vgl.  Taylor,  W.A.  ;  A  Programm  for  Selecting  Efficient  Binomial  Double 
Sampling  Plans  ;  in  :  Journal  of  Quality  Technology  18  ;  Seiten  67-73. 
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Definition  5  :  Zutielassenc  zweifache  Attributprufplane,  fur  die  (  26  ) 
gilt,  hei(3en  attributive  ASN-Plane. 

Interpretiert  man  N5(-)  als  Risikofunktion,  dann  lassen  sich  die  ASN- 
Plane  als  Minimaxplane  innerhalb  der  Menge  Z  aller  zugelassenen 
Plane  auffassen. 

Da  wegen  ct  <  c2  ,  die  einfachen  Plane  in  Z  enthalten  sind,  gilt  stets 
Nmax(5*)  <  n  ,  wobei  (  n  ,  c  )  der  einfache  Plan  zu  p!  ,  p2 ,  a  und  (3  ist. 


Definition  6  :  1  -  - ^  heiBt  minintale  Stichprobenersparnis 
n 

des  zweifachen  Attributpriifplanes  8*  gegentiber  dem  OC- 
aquivalenten  einfachen  Attributpriifplan. 

Definition  7  :  1  — -  heiBt  maximale  Stichprobenersparnis  des  zwei- 
n 

fachen  Attributpriifplanes  8*  gegentiber  dem  OC-aquivalenten 
einfachen  Attributpriifplan. 
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Kapitel  3  :  Die  Bestimmuna  zweifacher  Attribut- 


riifplane  mit  minimaler  maximaler  ASN 


3.1:  Theoretische  Grundlaqen 

In  diesem  Abschnitt  entwickeln  wir  einen  Algorithmus  zur  Bestimmung 
des  ASN-Planes  8*.  Zunachst  zeigen  wir,  daB  man  sich  bei  der  Bestim¬ 
mung  dieses  Planes  auf  eine  endliche  Teilmenge  Z,  c  Z  zugelassener 
Plane  beschranken  kann.  Dieses  sichert  zum  einen  die  Existenz  von 
ASN-Planen,  zum  anderen  vvurde  hierdurch  die  Entwicklung  des 
Programmpakets  DOPLAN  ermoglicht.  Zu  beliebigen  Pi ,  P2 ,  a ,  P 
berechnet  DOPLAN 

-  den  einfachen  Attributprufplan  (  n ,  c  ) , 

-  den  ASN-Plan  5*  sowie  Nmax(5*)  und  den  Ort  pm!ix(8*),  an  dem 
dieses  Minimum  angenommen  wird. 

Das  folgende  Lemma  gibt  eine  einfache  Formel  fiir  den  Ort  pmax ,  an  dem 
die  ASN  ihr  Maximum  annimmt. 


( 27a )  Qmax(  8 )  =  Qs  (  pmax ) 
mit 


(  27b )  p 


1  ( c2lW. 
n,  \c,  \) 
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Bcweis  :  Differentiation  von  Q(  p  )  in  (  19  )  liefert36 


Q'(p)  -  n,e 


-nil1 


(nj  p)c‘  (n,p)c 


ci  • 


C2! 


Fur  0  <  p  <  1  gilt  Q’  ( p )  -  0  genau  dann,  wenn  p  =  pmax  gilt. 
Damit  ist  Lemma  1  bewiesen. 


Bemerkung  2;  (  19  )  und  ( 27a,  b  )  liefera  fur  C]  <  c2 ,  nj  >  ci : 

Qmax=P(^;c2)-P(A,;c1) 

i 

•  i  ( c,  !V2'Ci 
mit  —  j 

W) 

Qmax  hangt  also  nicht  von  ni  ab. 


Lemma  2:  Sei 


Vn, 


mit  Ci  <  c2 ,  n!  >  Cj. 


J 


ein  zweifacher  Attributprufplan 


Dann  gilt 

(28)  Nmax(<*>)  >  a-n2^ 


mit 


3  ---  --1 

(29)  a  =  |e  nn  3  =  0.96882... 


Vgl.  Krumbholz,  Wolf  /  Muller,  Kai  ;  Zweifache  Attributprufplane  mit  mini¬ 
maler  maximaler  ASN  ;  in  :  Discussion  Papers  in  Statistics  and  Quantitative 
Economics  ;  Nr.  78  ;  August  1997  ;  Universitat  der  Bundeswehr  Hamburg. 


23 
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(q  -J-  ]  Q  Cl 

Beweis  :  Seien  S,:= !  1  1  2  1  und  = 

^c,  +1  c,  C,  +  P 

V  n2  c3  J  21 

V  ^2  ' 

Da  Qmax  in  (  27a )  nicht  von  ni  abhangt,  gilt 

Qmax(  5  )  =  Qmax(  5]  ) 

und  somit  vvegen  ni  >  cj 

( 30 )  Nmax(8)=  n,+n2Qmax(8)  >  c,+l+n2Qmax(8,)  =  Nmax(8,). 

Fur  8i ,  52  betragt  der  Prlifumfang  der  ersten  Stufe  Cj+1, 
woraus  P(X,  <  c,+  l)  =  1  folgt.  Somit  gilt  (p)  =  Q^  (p) , 

woraus  Qmax(8[)  =  Qmax(82)  und  somit 

(31)  Nmax(8i)  =  NjnaxCS,) 

folgt.  Zusammen  mit  Lemma  1  liefem  (  30  ) ,  ( 3 1  ) 

(32)  N„,(^)>c,+l  +  n;(^+1),1"'e^'’  . 

(c,+l)! 

Die  Stirlingsche  Formel  liefert 

(33)  (c,  + 1)! < (c,  +  1)c-+1  e'(C|+,) ^(c,  + 1)  -e*  , 
woraus  wegen  (  32  )  und  (  33  ) 

( 34a)  Nmnx(S)>(p(c1+l ) 
mit 

(  34b)  9?(x):=x+b~  und  b:=-Jk=-e'^  folgt. 

Vx  Jlrc 
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Elementares  Nachrechnen  zeigt,  daB  cp(-)  fur  positive  Argu- 

,  2 

mente  das  Minimum  in  x  =  (j)3  annimmt.  Dieses  ergibt 


|7bVl 

2.1  _1 

=  n23e  18(2;r)  3 

2~3  +2 


1= 


V 


Somit  ist  Lemma  2  bewiesen. 


Zu  gegebenen  Eingangsparametem  pi ,  p2 ,  a ,  |3  sei  ( n ,  c  )  der 
zugehorige  einfache  Attributpriifplan. 

Sei  Z  die  Menge  aller  zugelassenen  zweifachen  Attributpriifplane,  deren 
Parameter  ( 1 1  ) ,  (  12  ) ,  (  13  )  erfullen. 


Lemma  3  :  Sei  8  = 


Vn2 

( i )  Wenn  nj  >  n  , 


C3  J 

dann  gilt  Nmax(8)  >  n. 


(ii)Sei  d:  =  (|)2  =  1.04864... 

3 

Wenn  n2  >  d  •  nJ  ,  dann  gilt  Nmax(8)  >  n. 


Beweis  :  ( i )  Wenn  ni  >  n ,  folgt  aus  (  23  ) 

Nmax(5)  =  nt  +  n2-Qmax  (8)  >  n. 

3 

( ii )  Wennn2>d-n2,  dann  folgt  aus  Lemma  2 


Nmax(^)>a 


,  v  3  3 


=  n. 


Somit  ist  Lemma  3  bewiesen. 
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Bemerkung  3;  Lemma  3  stellt  sicher,  daB  nur  eine  endliche  Menge  von 
zugelassenen  Planen  betrachtet  zu  werden  braucht.  Dieses  sichert 
die  Existenz  von  ASN-Planen. 

Die  Schranke  n2  <  d  •  n"2  ist  sehr  grob.  Sie  basiert  auf  der  groben 
unteren  Schranke  fur  Nmaxin  Lemma  2.  Diese  Schranke  wurde 
unter  sehr  allgemeinen  Voraussetzungen  hergeleitet.  Eine  Ver- 
besserung  dieser  Schranke  ist  sicher  mcjglich,  wenn  Ober  die 
Plane  5  weitere  Voraussetzungen  gemacht  werden,  wie  z.B.  die- 
jenige,  daB  8  zugelassen  ist.  In  der  Tat  erweist  sich  der  Plan  S2 
aus  dem  Beweis  von  Lemma  2  fur  gangige  Konstellationen  von 
p,  ,  p2 ,  a  ,  p  fur  jede  Wahl  von  n2 ,  c3  als  nicht  zugelassen.  Er- 
folgversprechend  erscheint  auch  der  Versuch,  zu  zeigen,  daB  man 
sich  auf  solche  Plane  beschranken  kann,  die  die  Zentrierungs- 
forderung 


(35) 


C,  +  \  C3  +  2 

n,  n,  +n2 


< 


C2  L  2 
1»1 


von  Hamaker/  Van  Strik37  erfullen. 


Wir  vermuten,  daB  der  ASN-PLAN  8*  stets  in  einer  Teilmenge 
Z  c  Z  tiegt,  in  der  fur  alle  Plane  n2  <  n  gilt. 


Lemma  4  :  Sei  5 


ni  c,  c2 
n2  C3  J 


Dann  gilt  8X  = 


ni  c,  c3 


vn2  c3 


e  Z  mit  c3  <  c2 . 


e  Z  und  Nmax(8,)  <  N 

max  (8). 


Vgl.  Hamaker,  H.C.  /  van  Strik,  R.  (1955):  The  Efficiency  of  Double 
Sampling  for  Attributes,  in  :  Journal  of  the  American  Statistical  Association  50  ; 
Seiten  830-849. 
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Beweis  :  Wegen  c3  <  c2  gilt  fur  beliebiges  p 


L5(p)  =  Pp(  Xj<c, )  +  Pp(  c,+l  <  X,  <  c2 ,  X,+X2  <  c3 ) 


“  Pp(  X,<c, )  +  Pp(  c,+  l  <  X,  <  cj ,  X,+X2  <  c3 )  =  LSi  (p) . 


Da  8]  und  8  dieselbe  OC  haben,  ist  8]  zugelassen.  Ferner  gilt 
wegen  c3  <  c2 


Nmax(8,)  =  n,+n2-Pp(C]+l  <  X,  <  c3 ) 

<  nI+n2-Pp(c1+l  <  X,  <  c2 )  =  Nmax(S). 


Somit  ist  Lemma  4  bewiesen. 


Lemma  5  :  Sei  5  = 


Cl 

C3 


e  Z  mit  nt  <  n.  Dann  gilt  Ci  <  c. 


Beweis  :  Es  gilt  bekanntlich38  P(Z;c)  =  1  -  G2(c+i)(2X,) ,  woraus  folgt, 
dab  P(A,;c)  monoton  fallend  in  X  ist. 

Der  einfache  Plan  (  n ,  c  )  erfullt  die  Bedingungen 

( 36a )  P(  n-pi;c  )  >  1  -  a  , 

( 36b )  P(  n-p2;c  )  <  P  . 

Angenommen,  es  sei  Cj  >  c.  Hieraus  ergibt  sich  wegen  der 
Monotonie  von  P(A,;c)  in  X  und  ni  <  n  aus  (  36a  ) 

(  37  )  P(  nrpi;c! )  >  P(  n-p^ci )  >  P(  n-pt;c  )  >  1  -  a  . 

Der  Plan  8  ist  zugelassen  und  erfullt  damit  ( 2a  ). 

^  Vgl.  z.B.  Uhtmann,  W.  (1982)  ;  Statistische  Qualitatskontrolle  ;  Seite  116. 
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Dieses  liefert  wegen  (  18  ) 

( 38  )  P(  nrp2;c1 )  <  L8(p2)  <  (3. 

Aus  ( 37  ) ,  ( 38 )  folgt,  daB  der  einfache  Plan  ( n! ,  C) )  zuge- 
lassen  ist.  Hieraus  aber  ergibt  sich  wegen  C)  >  c ,  daB  nj  >  n  gilt. 
Dieses  steht  im  Widerspruch  zur  Voraussetzung  n]  <  n. 

Somit  ist  Lemma  5  bewiesen. 


Bemerkung  4:  Konsequenz  der  Lemmata  3-5  ist,  daB 

(  ni 

Menge  Z\  c  Z  der  zugelassenen  Priifpl&ne 

Vn2 


es  geniigt,  die 


mit 


(39a)  c,  <c, 

( 39b )  ci  <  c2  <  c3  <  n(  +  n2 , 

( 39c )  ni  <n , 

(  39d )  n2  <  1.04864 -nf 

zu  betrachten.  Z\  ist  endlich.  Somit  existiert  mindestens  ein  Plan 
8*  e  Zi  mit  Nmax(£*)  =  minNmax(£)  und  8*  ist  auch  ASN-Plan. 

5eZl 

Das  Programmpaket  DOPLAN  (  1.  Version  ),  gestattet  zu  be- 
liebigen  pi ,  p2 ,  a  ,  P  die  Bestimmung  des  ASN-Planes  zu  Z\  und 
damit  die  Bestimmung  des  ASN-Planes  8*.  Das  C++  Programm 
ist  weitestgehend  selbsterklarend  und  wurde  auf  zwei  IBM- 
kompatiblen  486  DX  4/100  Rechnem,  unter  MS-DOS  6.22, 
entwickelt  und  getestet.  Kompatibilitatsprobleme  traten  bislang 
auch  auf  anderen  Computem  nicht  auf. 

Mit  Hilfe  von  DOPLAN  wurde  ein  Tafelband  erstellt.  Im  An- 
hang  A  dieses  Tafelbandes  sind  zu  fiber  1000  durchnumerierten 
Konstellationen  von  pi  ,  p2 ,  a  ,  p  die  einfachen  Attribut- 
priifplane  (  n  ,  c  )  tabelliert.  Im  Anhang  B  des  Tafelbandes  sind 
unter  derselben  Nummer  die  entsprechenden  zweifachen  ASN- 
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Plane  8*  tabelliert.  Im  Anhang  C  werden  die  einfachen  und 
zweifachen  Plane  verglichen.  Es  werden 


-  Nnux(5*)  und  Pmax(^  )  5 

-  die  prozentuale  Erspamis 

maximaler  ASN  von  8*  gegenuber  ( n  ,  c  ) , 
angegeben. 


•100  an 


An  dieser  Stelle  geben  wir  einige  typische  doppelte  Attributprufplane39 
an.  Diese  Beispiele  zeigen,  daB  mit  dem  doppelten  Prufplan  im  Durch- 
schnitt  eine  betrachtliche  Einsparung  an  Beobachtungen  und  damit  an 
Priifkosten  erreicht  wird. 


Beispiel  3:  pj  =  0.01  ,  P2  -  0.09  ,  a  -  0.08  ,  p  -  0.08 

Nummer  dieser  Parameterkonstellation  :  Nr.  1 173 
(n,c)-(63,2) 

<ni  ci  c2>|  _  f40  0  f| 
xn2  c3  )  V  7  1  ) 

pmax  =  0.025  ,Nmax  =  42.58 

Minimale  Einsparung  an  maximaler  ASN  :  32.42  % 

Maximale  Einsparung  an  maximaler  ASN  :  36.51  % 


Beispiel  4:  pj  =  0.01  ,  p2=;  0.09  ,  a  -  0.05  ,  P  -  0.10 

Nummer  dieser  Parameterkonstellation  :  Nr.  1023 
(n,c)=(60,2) 

^n,  Cj  ( 32  0  f 

xn2  c3  )  V29  2  J 

Pmax  ~  0.03 12  ,  Nmax  =  42.67 

Minimale  Einsparung  an  maximaler  ASN  :  28.89  % 

Maximale  Einsparung  an  maximaler  ASN  :  46.67  % 


Vgl.  Muller,  Kai  ;  Diplomarbeit  :  „Zur  Berechnung  von  zweifachen  Attribut- 
prufplanen  mit  minimalem  mittleren  Prufijmfang“  ;  Universitat  der  Bundeswehr 
Hamburg ;  Band  II. 
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Beispiel  5  :  p,  -  0.0025  ,  p2  =  0.01  ,  a  =  0.03  ,  (3  -  0.05 
Nummer  dieser  Parameterkonstellation  :  Nr.  657 
(n,c)  =  (  1315 ,7) 

'n,  Cj  c2W745  2  5" 

^n2  c3  J  v604  7  , 

Pmax  =  0.0053  ,  Nmax=  1075.66 

Minimale  Einsparung  an  maximaler  ASN  :  18.20  % 

Maximale  Einsparung  an  maximaler  ASN  :  43.35  % 


Bemerkung  5:  ( i )  Die  iiber  1000  berechneten  zweifachen  ASN- 
Plane  haben  folgende  Eigenschaften  : 

1.  Alle  Plane  erfiillen 
(40)  Pl  <  Pmax  <  P2  • 

Dieses  zeigt,  daB  das  verwendete  Kriterium  der  maximalen  ASN 
nicht  zu  pessimistisch  ist. 

2.  Alle  Plane  erfiillen  die  Zentrierungsbedingung  ( 35  ).  Dieses 
stutzt  die  Vermutung  von  Hamaker  /  Van  Strik40,  daB  zwei- 
fache  Plane  mit  (  35  )  effizienter  sind  als  solche,  die  ( 35  )  nicht 
erftillen. 

3.  Alle  ASN-Plane  sind  echte  zweifache  Plane,  d.h.  es  gilt 
Ci  <  c2  und  damit  Nmax(  8* )  <  n. 

Femer  gilt  in  alien  Fallen 

(41  )  c2<c  und 
(42)  n2  <  n  . 

( ii )  Die  unter  2, 3  angefuhrten  Erfahrungen  legen  es  nahe,  die 
Menge  der  betrachteten  zulassigen  Plane  noch  einmal  erheblich 
einzuschranken  und  statt  der  in  der  1 .  Version  von  DOPLAN  ver- 

40  Vgl.  Hamaker,  H.C.  /  van  Strik,  R.  (1955):  The  Efficiency  of  Double 
Sampling  for  Attributes,  in  :  Journal  of  the  American  Statistical  Association  50  ; 
Seiten  830-849. 
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wencleten  Menge  Zj  nur  noch  die  Teilmenge  Z2  c:  Zj  soldier 
zugelassener  Plane  zu  belrachten,  fur  die 


(  43a  )  Ci  <  c2  <  c  , 


(  43b  )  n(  <  n  ,  n2  <  n  , 


( 43c )  c2  <  c3  <  c2 


n,  +  n. 


n2 
2  •  n, 


gilt. 

Sei  8;*  der  Plan  aus  Zj  mit  =  min  N n)ax (S)  (  i  =  1,2). 

Die  2. Version  von  DOPLAN  berechnet  den  Plan  S2  .  Die  Rechen- 
zeit  zur  Bestimmung  von  82*  liegt  zum  Teil  erheblich  unter  der 
von  5]*.  Fur  die  Bedurfnisse  der  Praxis  ist  es  unerheblich,  daB  der 
formale  Beweis  von  Nmax(52*)  -  Nniax(S,*)  noch  nicht  erbracht  ist 
und  auch  ausgesprochen  schwierig  erscheint. 

Bemerkung  6  :  Fur  einfache  AttributprQfplane  zu  gegebenen  pi ,  p2 ,  a, 

P  ist  bekannt,  daB  die  unter  Poissonapproximation  gerechneten 
Plane  (  n  ,  c  )  konservativ  sind  gegenuber  solchen  mit  Binomial- 
approximation  gerechneten  Planen  (  n  ,  c  ),  d.h.  daB  stets 

L(p,)  >  L(p,) ,  L(p2)  ^  L(p2)  gilt,  wobei  L  die  OC  von  (  n ,  c  ) 
unter  Binomialapproximation  ist,  und  somit  c  <  c  ,  n  <  n .  Die 
entsprechende  Eigenschaft  scheinen  auch  die  unter  Poisson¬ 
approximation  gerechneten  ASN-Plane  5*  zu  haben.  Fur  30  ASN- 
Plane  verglichen  wirL(pj)  mit  L(P|)  (  i  =  1  ,  2  ) ,  wobei  L  die 
OC  von  8’  unter  Binomialapproxiamtion  ist.  In  alien  Beispielen 
gait  L(p, )  >  L(p, )  und  L(p2 )  <  L(p2 )  . 

Zahlenbeispiel  :  p!  —0.01  ,  p2  =  0.05  ,  a  =  0.05  ,  p  =  0. 10 

L(p,)=  0.950173  L(p2  )  =  0.098947 

L(p,)=  0.950859  L(p2)  =  0.092428 
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Bemerkung  7  :  Wir  haben  berichlet,  daB  fur  den  ASN-Plan  5  und 
den  einfachen  Plan  (  n  ,  c  ) ,  die  beide  unter  Poissonapproxi- 

rnation  bestimmt  werden,  stets  Nmax(5*)  <  n  gilt4'.  Seien  8  und 
(  n  ,  c  )  wieder  die  entsprechenden  Plane  unter  Binomial- 
approximation.  Dann  kann  man  davon  ausgehen,  daB  auch  hier 

(44)  Nnm.(5)  <  n 
gel  ten  vvird. 

Das  bereits  erwahnte  Programm  von  Taylor42  verwendet  fur 

jL. 

beliebige  nicht-negative  a0  ,  aj  ,  a2  mit  ^a^  =  1  und  ein 

i=0 

beliebiges  p0  (  0  <  p0  <  1  )  das  Kxilerium 

(45)  7(8)- 

i  ”0 

Zu  gegebcnen  pi ,  p2 ,  a  ,  P  ,  ao  ,  ai ,  a2 ,  p0  bestimmt  das 
Programm  im  ersten  Schritt  eine  vollstandige  Klasse  Zr  c  Z 
und  danach  unter  Binomialapproximation  den  Plan  8r  mit 

( 46  )  T(Ar )  =  min 7(8) . 

Hierbei  reklamiert  der  von  Taylor  vervvendete  Begriff 
„  complete  class  “ ,  daB  auch 

(47)  7(8 T )  =  min  T(Z>) 

r)e/, 

gilt. 

Andererseits  berichtet  Taylor,  daB  geiegentlich 
8 r  =  (  n  ,  c  )  vorkommt.  Ware  ZT  wirklich  vollstandig, 

muBte  auch  8  e  ZT  gelten  und  somit  wegen  (  44  ) 

7(8)  <  Nmax(  J)  <  n  . 

Dann  aber  konnte  ( 47  )  fur  8r  =  (  n  ,  c  )  nicht  gelten. 


Vgl.  Kapitel  2  Seite  21. 

Vgl.  Taylor,  W.A.  ;  A  Programm  for  Selecting  Efficient  Binomial  Double 
Sampling  Plans  ;  in  :  Journal  of  Quality  Technology  18  ;  Seiten  67-73. 
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Bemerkung  8  :  KANAGAWA  /  OHTA43  schlugen  ein  Verfahren  vor,  mit 
dem  zu  gegebenen  pi  ,  p2 ,  a  ,  p 

-  die  kritischen  Zahlen  Cj,  c2 ,  c3  heuristisch  festgelegt  werden, 

-  anschliebend  ni  ,  n2  so  bestimmt  werden,  daB  (  la ) ,  ( 2a  ) 

moglichst  knapp  erfullt  werden. 


In  einem  numerischen  Beispiel  betrachten  sie  pi  =  0.002  , 
p2  =  0.009,  ot  =  0.05  ,  p  -  0.10. 


Mit  ihrer  Methode  berechnen  sie  zwei  Plane,  namlich 


464  1  3" 
572  4  , 


und  S2 


"642  1  3"] 
,210  4  J 


DOPLAN  liefert  den  ASN-Plan  8 * 


"517  1  3^| 
,418  4  J 


Zum  Vergleich  geben  wir  noch  pmax  und  Nmax  fur  diese  drei  Plane 
an. 


Si 

S2 

8* 

733.12 

740.80 

713.67 

Pmnx 

0.0053 

0.0038 

0.0047 

Tabclle  1  :  Vergleich  von  5*  mit  Pliincn  von  KANAGAWA  /  OHTA. 


In  diesem  Fall  liefert  die  heuristische  Methode  von 
Kanagawa  /  OHTA  dieselben  kritischen  Zahlen  wie  von  6*.  In 
anderen  Beispielen  ist  dieses  nicht  der  Fall.  Dann  liegen  die 
Kanagawa  /  OHTA-Plane  in  der  maximalen  ASN  zum  Teil 
auch  deutlicher  uber  Nmax(8*)  als  in  obigem  Zahlenbeispiel. 


Vgl.  Kanagawa,  A.  /  Ohta,  IT.  ;  Determination  of  Sample  Sizes  for  Double 
Sampling  Attribute  Plans  ;  Frontiers  in  Statistical  Quality  Control  5  ; 
(  Eds.:Lenz,  H.-J.AVilrich,  P.-Th.)  ;  Physika  ;  Heidelberg. 
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3.2  :  Per  Alaorithmus  zur  Bestimmunq  des 
ASN-Planes 

In  diesem  Abschnitt  wird  der  Algorithmus  der  2.  Version  von  DOPLAN 
in  Struktogramm form  dargestellt.  Er  ist  der  besseren  Ubersicht  wegen  in 
die  Module  A,  B,  C  unterteilt  worden.  Dartiber  hinaus  erfolgt  eine 
Beschreibung  der  Eigenschaften  der  ASN-Plane. 


1 

Eingabe  von : 

Pi ,  P2 ,  a  und  (3 

2 

Bestimmung 

von  ( n , 

c )  des  einfachen  Attributprufplanes 

3 

ni  = 

1 

4 

n2=  1 

5 

Ci  -  0 

6 

Modul  B 

31 

Wiederholung  bis  ci  >  c 

32 

n2  =  n2 

+  1 

33 

Wiederholung 

bis  n2  >  n 

34 

ni  =nj  +  1 

35 

Wiederholung  bis  nt  > 

n  Oder  n,  >  N*max 

36 

Ergebnisausgabe 

Abb.  3  :  Modul  A  dcs  Algorithmus  zur  Bestimmung  von  8* 
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C2  =  Cj  +  1 


\  —  L — 

( 

c2  !  \c2  C1 

ct  7 

n 

Fmax 

nl 

N„,ax=nl+n2 


m=c,  +1 


ja 

N 

J  max 

>  nL, 

nein 

c2  =  c  +  1 

c3-c2 

Modul  C 


Wiederholung  bis 


c3  -  C2  " 


ni+n2  !  n2 

n,  2n, 


Wiederholung  bis  c2  >  c 


c2  =  c2  +  1 


C!  =  C!  +  1 


Abb.  4  :  Modul  B  des  Algorithmus  zur  Bestimmung  von  5 


C3  ~  C3  +  1 

Abb.  5  :  Modul  C  des  Algorithmus  zur  Bcstimmung  von  5 
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Nachfolgcnd  wird  dcr  in  den  Abbildungcn  3  bis  5  dargcstelltc  Algo- 
rithinus  erlautert.  Der  Aufruf  des  Moduls  B  bei  Ziffer  6  bedeutet,  daf3  an 
der  entsprechenden  Steile  die  zugehorige  Verfahrensbeschreibung  der 
Abbildung  4  einzufiigen  ist.  Dementsprechend  ergibt  sich  fur  Modul  C 
( Ziffer  12  )  die  Abbildung  5. 

Um  den  doppelten  Attributprilfplan  5’  zu  erhalten,  werden  fiir  alle 
moglichen  Kombinationen  aus  ni  ,  n2 ,  Ci  ,  c2  und  C3  die  oben  genannten 
Bedingungen  (la)  und  (  2a  )  gepruft. 

Die  Anzahl  der  in  Frage  kommenden  Kombinationen  konnte  dutch 
( 43a,b,c  )  drastisch  reduziert  werden.  Somit  gelangt  der  oben  darge- 
slellte  Algorithmus  innerhalb  annehmbarer  Rechenzeiten  zu  einem 
Ergebnis.  Daruber  hinaus  ergeben  sich  fiir  einzelne  Parameter  weitere 
Einschrankungen.  So  ist  z.B.  nj  <  N  max  (  vgl.  Ziffer  35  )  unmittelbar 
aus  (  21  )  einsichtig. 

Der  Algorithmus  beginnt  mit  der  Parametereingabe  (  Ziffer  1  )  und  der 
anschlieBenden  Berechnung  des  zugehorigen  einfachen  Attribut- 
prufplanes  gemaB  Abbildung  1.  Die  hieraus  resultierenden  KenngroBen  n 
und  c  stellen  fur  nt  ( vgl.  Ziffer  35  )  und  n2  ( vgl.  Ziffer  33  )  bzw.  Ci  ( vgl. 
Ziffer  31  )  die  Obergrenzen  dar.  Vier  der  funf  unabhiingigen,  einen 
zweifachcn  Attributprufplan  charakterisierenden  Parameter  (  ^  ,  n2 ,  c, 
und  c2 )  erhalten  die  zugehorigen  Startwerte  (  Ziffer  3,  4,  5  und  7  ).  Da 
der  AusschuBprozentsatz  pmax  von  c3  unabhiingig  ist,  kann  dieser  nun  fur 
die  gegebenen  Parameter  bestimmt  werden  (  vgl.  Ziffer  8  ).  Daruber 
hinaus  wird  der  zu  pmax  gehorige  ASN-Wert  errechnet  ( Ziffer  9  ).  Sofern 
dieser  grbBer  als  der  bisherige  kleinste  ASN-Wert  (  N  max )  ist,  kann  c2 
gleich  c  +  1  gesetzt  werden.  (  Ziffer  1 1  )  Ein  Schleifendurchlauf  mit 
steigenden  c2-Werten  hatte  unter  diesen  Umslanden  nur  noch  hohere 
ASN-Werte  zur  Folge,  da  N§(  p )  mit  steigendem  c2  zunimmt.(  vgl. 
Formel  bei  Ziffer  9  )  Dementsprechend  konnen  eine  Reihe  von 
Durchlaufen  vernachlassigt  werden.  Die  c2-Schleife  wird  bei  Ziffer  29 
verlassen  und  C!  wird  inkrementiert  (  Ziffer  30  ). 
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Im  Falle  von  Nmax  <  N*max  wird  auch  dem  letzlen  freien  Parameter  (  c3 ) 
ein  Startwert  zugewiesen  ( vgl.  Ziffer  10  und  1 1  ).  Im  AnschluB  wird  das 
Modal  C  abgearbeitet,  d.h.  zunachst  wird  die  Bedingung  L(p2)  >  p  iiber- 
priift.  Falls  der  OC-Wert  an  der  Stelle  p2  groBer  als  P  ist,  wird  c3  gleich 
c2/n!-(n!+n2)+,/2-n2/ni  gesetzt  und  somit  der  CrSchleifendurehlauf  bei 
Ziffer  27  beendet.  Dies  ist  moglich,  da  mit  steigendem  c3  auch  der  OC- 
Wert  an  der  Stelle  p2  weiter  zunimmt  und  somit  die  Bedingung  L(p2)  <  p 
erst  recht  nicht  erfullt.  Auch  hierdurch  wird  die  Anzahl  der  zu  testenden 
Kombinationsmbglichkeiten  erheblich  reduziert.  Sofern  L(p2)  <  P  ist, 
wird  auch  die  Bedingung  (  la  )  ( Ziffer  15  )  und  Nmax  <  N  max  ( Ziffer  16  ) 
geprtift.  Vorausgesetzt  diese  sind  erfullt,  so  ist  ein  zweifacher  Attribut- 
prufplan  ermittelt,  der  sowohl  zugelassen  ist,  als  auch  emen  maximalen 
ASN-Wert  aufweist,  der  unterhalb  des  bisher  besten  Planes  liegt. 
Dementsprechend  werden  zwischen  Ziffer  17  und  23  den  Ergebnis- 
speichern  die  neuen  Ergebnisse  ubergeben.  Die  Werte  c2  und  c3  werden 
auf  c  +  1  bzw.  c2/n)-(n1+n2)+1/rn2/ni  gesetzt,  da  Kombinationsmoglich- 
keiten  mit  gleichen  nh  n2,  Cj  Werten  und  steigenden  bzw.  gleich- 
bleibenden  c2  Werten  ( vgl.  Formel  bei  Ziffer  9  )  nur  zu  hoheren  ASN- 
Werten  fiihren.44  Die  c3-Schleife  wird  wieder  bei  Ziffer  27  und  die 
c2-Schleife  bei  Ziffer  29  verlassen.  Bei  Ziffer  30  wird  Ci  erneut  in- 
krementiert.  Der  Vorgang  ( Ziffer  6  bis  30  )  wiederholt  sich  solange,  bis 
ci  >  c  ist.(  Ziffer  3 1  )  Im  AnschluB  hieran  wird  der  Wert  n2  um  1  erhoht, 
Ci  auf  0  gesetzt  und  der  oben  beschriebene  Vorgang  wiederholt  sich  ent- 
sprechend.  Erst  mit  n2  >  n  wird  dieser  Schleifendurchlauf  bei  Ziffer  33 
beendet.  Es  folgt  die  Inkrementierung  von  ni  (  Ziffer  34  ).  Diese  auBerste 
Schleife,  inkl.  der  4  inneren  Schleifen,  wird  nun  durchlaufen  bis  nj  >  n 
oder  ni  >  N*max  ist  ( Ziffer  35  ).  Nachdem  alle  5  Schleifen  vollstandig  ab¬ 
gearbeitet  worden  sind,  verkorpem  die  Werte  n/ ,  n2* ,  Ci* ,  c2*  und  c3 
den  doppelten  Attributprufplan,  der  zu  gegebenen  Bedingungen  (  la ) 
und  (  2a  )  den  kleinsten  ASN-Wert  an  der  Stelle  pmax  besitzt.  Die 
Ergebnisausgabe  erfolgt  bei  Ziffer  36  und  beendet  den  Algorithmus. 


Der  Parameter  c3  hat  nur  einen  EinfluB  auf  die  OC-Werte,  jedoch  nicht  auf 
die  ASN-Werte. 
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3.3  :  Auswirkunqen  von  Restriktionen  auf  die  ASN 


In  der  Literatur  finden  sich  relativ  wenige  Vorschlage  zur  Konstruktion 
zweifacher  Plane,  die  ( la ) ,  ( 2a )  erftillen.  Ublich  sind  Restriktionen 
zwischen  den  einzelnen  Parametern  dieser  Plane.  So  gilt  z.B.  im  Fall  der 
Attributprufung  fur  Doppelstichprobenpldne  von  Dodge  /  ROMIG45 
c2  =  c3,  fiir  die  Tabellen  der  Columbia  University46  n2  =  2nj ,  fur  den 
MIL-STD-105  D47  bzw.  die  Stichprobentabellen  zur  Attributpriifung48 
(  entspricht  der  DIN  40080  )  nj  =  n2  bzw.  nj  =  n2  und  c2  =  c3  und  fiir  das 
Philips  Standard  Stichprobensystem49  n2  =  2ni  und  daruber  hinaus  bei 
groBen  Losumfangen  c2  -  5cj. 

Die  Restriktionen,  die  bei  den  gangigen  Prufplansystemen  den 
Parametern  der  zweifachen  Plane  auferlegt  werden,  konnen  zu 
betrachtlichen  Verlusten  bei  der  maximalen  ASN  fuhren.  In  einigen 
Fallen  ubersteigt  diese  sogar  den  Prufumfang  der  einfachen  Plane. 

FUr  einige  gangige  Restriktionen  soli  dieser  Effekt  an  Beispielen 
demonstriert  werden.  Sei  ZR  die  Teilmenge  von  Z\,  deren  Elemente  eine 
vorgegebene  Restriktion  ( z.B.  ni  =  n2 )  erfullen.  Dann  sei  8R  der  ASN- 
Plan  bezuglich  ZR,  d.h.  der  Plan  mit  Nmax(<?R)  =  minNmax(£)  . 

<5e7.R 


Fur  einige  Parameterkonstellationen  und  einige  Restriktionen  ist  in  der 
folgenden  Tabelle  2  jeweils  der  Plan  8R  und  darunter  seine  maximale 
ASN  angegeben.  Zum  Vergleich  sind  noch  der  ASN-Plan  8*  und  der 
einfache  Plan  ( n  ,  c )  mitangegeben. 


Vgl.  Schaafsma  /  Willemze  ;  Modeme  Qualitatskontrolle  ;  Seite  21 8f.  u.  229. 
Vgl.  Schaafsma  /  Willemze  ;  Modeme  Qualitatskontrolle  ;  Seite  222f.  u.  230. 
Vgl.  Military  Standard  MIL-STD-105  D  (1963)  ;  Sampling  Procedures  and 
Tables  for  Inspection  by  Attributes.  Superintendent  of  Documents  ; 
US  Government  Printing  Office  ;  Washington  D.C. 

Vgl.  Stichprobentabellen  zur  Attributprufung  ;  Erlauterungen  und  Handhabung  ; 
Deutsche  Gesellschaft  fur  Qualitat ;  Frankfurt/M. 

Vgl.  Schaafsma  /  Willemze  ;  Moderne  Qualitatskontrolle  ;  Seite  216f.  u.  228. 
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Kapitel  3:  Die  Bestimmung  zweifacher  Attributprufplane  mit  minimaler  tnaximaler  ASN 


Die  in  der  Tabelle  2  dargestellten  konstanten  Verhaltniszahlen  finden 
wie  erw&hnt  in  bestehenden  Tafelwerken  zur  Attributpriifung  Verwen- 
dung. 


Es  ergibt  sich  beispielsweise  fur  die  Eingangsparameter  pi  =  0.01, 
p2  =  0.08  ,  a  =  0. 1  und  P  =  0.01  der  einfache  Attributpriifplan  ( n ,  c  )  = 
(  106 , 2  ).  Unter  Beriicksichtigung  der  Nebenbedingung  n2  =  2nt ,  d.h. 
derjenigen  Einschr&nkung  die  sich  u.a.  in  den  Tabellen  der  Columbia 
University  und  im  Philips-Stichprobensystem  findet,  errechnet  sich 


8r  = 


n, 


Vn2  c3 


f  58  0  2 

J16  3 


.  Dieser  Plan  besitzt  einen  maxi- 


malen  ASN-Wert  von  Nmax(8R)  =  126.08.  Der  durchschnittliche  Stich- 
probenumfang  dieses  Planes  liegt  somit  um  18.94  %  oberhalb  des  Stich- 
probenumfanges  n  des  OC-aquivalenten  einfachen  Attributprufplanes.  Im 
Vergleich  hierzu  ist  =  93.06.  Dies  bedeutet,  daB  Nmax(5*)  um 

12.21  %  unterhalb  von  n  liegt. 


Ein  ahnliches  Ergebnis  ergibt  sich  unter  Beriicksichtigung  der  Verein- 
fachungen  nj  =  n2  bzw.  nj  =  n2  und  c2  =  C3.  Auch  in  diesen  beiden  Fallen 
ist  Nmax(8R)  >  n. 


Unter  Beriicksichtigung  der  von  Dodge/Romig  gewahlten  Einschriln- 
kung c2  =  c3  ergibt  sich  fur  einige  wenige  Eingangsparameter  p,  ,p2,a,  p 
der  ASN-Plan  5*.  Dieses  gilt  jedoch  nur  in  ausgesprochen  wenigen  Fal¬ 
len.  Im  allgemeinen  besitzen  auch  die  von  Dodge  /Romig  ermittelten 
Plane  8R  ein  Nmax(8R)  >  Nmax(8*).  So  ist  beispielsweise  fur  die  Eingangs¬ 
parameter  pi  =  0.005  ,  p2  =  0.05  ,  a  =  0.05  ,  P  =  0. 1 ,  unter  Beriicksichti¬ 
gung  der  Einschriinkung  c2  =  c3 ,  Nmax(8R)  =  92. 17  >  Nmax(8*)  =  76.66. 

Zusammenfassend  kann  festgestellt  werden,  daB  sich  unter  der 
gleichzeitigen  Verwendung  von  mehreren  Restriktionen  ( z.B.  n2  =  2n! 
und  c2  =  c3 )  auBerst  negative  Ergebnisse  ergaben.  Dariiber  hinaus  erwies 
sich  auch  die  einzelne  Restriktion  n2  -  2ni  als  besonders  negativ. 
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Kapitel  4  :  Eiti-  und  zweifache  Variablenprufpliine 


Kaoitet  4  :  Ein-  und  zweifache  Variablenprufplane 

4.1  :  Einfache  Variablenprufplane 

Wir  befassen  uns  nun  mit  der  messenden  Abnahmeprufung.  Das 
interessierende  Merkmal  sei  N  (  p ,  o2  )-verteilt  mit  bekannter 
Standardabweichung  cr  >  0.  Es  sei  eine  einseitige  Toleranzgrenze 
vorgegeben,  von  der  wir  ohne  EinschrSnkung  annehmen  konnen,  daB 
sie  eine  untere  Toleranzgrenze  Tu  ist. 

Der  AusschuBanteil  p  ist  jetzt : 

rr-i 

(48)  p:=P(X<T,)  =  <I>(-^), 

cr 

Definition  8:  Der  einfache  Variablenprufplan  ( n ,  k )  mit  der  natur- 
lichen  Zahl  n  und  der  reellen  Zahl  k  ist  gegeben  durch  die 
Prufvorschrift : 

( i )  Ziehe  eine  Stichprobe  X] ,  X2 , ... ,  Xn  bzgl.  X  und 

V  _T 

bestimme  T:=Vn^' - -■ 

cr 

( ii  )  Falls  T  >  k  ,  Annahme  des  Loses. 

Falls  T  <  k,  Ruckwei sung  des  Loses. 

Fur  die  Operationscharakteristik  von  ( n ,  k )  gilt  unter  Beachtung 
von  ( 48  ) : 

L(p)  =  P  >  k) 

<7 
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Kapitel  4  :  Ein-  und  zweifache  Variablcnpriifplane 


=  Pp(Vn-^— ^>k-Vn ) 

(7  (7 

1  -  ) 

(7 

<D(  -k-Vn-<T‘  (p)) 

(49)  =  <&(  Vn-O"1  (  1-p)  -  k  ) 


Gegeben  seien  wieder  eine  Gulgrenze  pi  ,  eine  Schlechtgrenze  p2 
(  0  <  pi  <  p2  <  1  )  sowie  Fehlerniveaus  a,3(0<(3<l-a<l).  Der 
zu  pi ,  p2 ,  a ,  P  gehorende  Variablenprufplan  (  n  ,  k )  ist  derjenige,  der 
unter  alien  Planen,  deren  OC  die  Bedingungen  (  la  )  und  (  2a )  erfiillt, 
den  kleinsten  Priifumfang  hat.  Unter  Beachtung  von  ( 49  )  sind  (  la  ) 
und  (  2a )  aquivalent  zu 

(  50  )  k  <  k,(n):  =  Vn-O"1  (  1  -  p,  )  -  O'1  (  1  -  a)  und 
(51)  k>k2(n):«V^®-'(l  -p2)-<J>'(/*) 

Der  Priifumfang  des  zu  pi ,  p2 ,  a  ,  p  gehorenden  Planes  ist  somit  die 
kleinste  naturliche  Zahl  n,  die 


(52)  k2(n)  <  k, (n) 

erfiillt.  Den  kritischen  Wert  dieses  Planes  vvahlt  man  iiblichenveise  zu 


(53)  k  =  '/2  •(  k,  (  n  )  +  k2  (  n  )  ). 

Es  sei  noch  bemerkt,  daB  wegen  ( 50 ) ,  ( 5 1 )  die  Bedingung  (  52  ) 
aquivalent  ist  zu 


( 54 )  Vn  > 


Q-'Q-  g)  -  cfr-’d) 
^(p2)  -  O'1  (Pl  )  ' 
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Kapitel  4  :  Ein-  und  zweifache  Variablenprufplane 


Beispiel  6:  pj  =  0.02  ,  P2  -  0.05  ,  a  -  0.05  ,  f3  -  0. 1 


Aus  (  54  )  erhalt  man  Vn  ^  7.15686  . 

Somit  ist  n  =  52. 
k,(  52)  =  13.16495 
k2(  52)  =  13. 14275 
Somit  ist  k  =  13.15385  . 

Der  gesuchte  Plan  lautet :  ( n ,  k )  =  ( 52  ,  13.15385  ) . 
Der  OC-aquivalente  einfache  Attributprufplan  lautet : 
(  n  ,  c )  =  (  332  ,11  ). 


4.2  :  Zweifache  Variablenprufplane 


Zweifache  Variablenprufplane  fur  den  Fall  der  Normalverteilung 
wurden  zuerst  von  Bowker/  Goode50  vorgeschlagen.  Solche  Plane 
sollen  wieder  ( wie  bei  den  entsprechenden  Attributprufplanen )  im 
Mittel  Prtifumfang  einsparen  im  Vergleich  zu  den  entsprechenden 
einfachen  Variablenprufplanen.  Auf  diesen  zweifachen  Variablen- 
priifplanen  beruhen  Stichprobensysteme,  die  man  z.B.  bei  Schilling51  , 
oder  im  MIL-STD-41452  findet.  Sei  wieder  X  ein  N  (  p ,  a2  )-verteiltes 
Merkmal  mit  bekanntem  o  >  0  und  einer  vorgegebenen  unteren 
Toleranzgrenze  Tu. 


Vgl.  Bowker,  Albert  H.  /  Goode,  Henry  P.  ;  Sampling  Inspection  By 
Variables  ;  Stanford  University  ;  1952. 

Vgl.  Schilling,  Edward  G.  ;  Acceptance.  Sampling  In  Quality  Control  ;  1982; 
Marcel  Dekker  ;  Seite  639  ff. 

Eine  kurze  Beschreibung  des  MIL-STD-414  findet  sich  in  :  Schindowski  / 
Schiirz  ;  Statistische  Qualitatskontrolle  :  Kontrollkarten  und  Stichproben- 
plane ;  Seite  308  IF. 

Vgl.  auch  Montgomery,  Douglas  C.  ;  Introduction  to  Statistical  Quality 
Control ;  Arizona  State  University  ;  Chapter  14. 

Vgl.  auch  Vogt,  Herbert  ;  Methoden  der  statistischen  Qualitatskontrolle  ; 
Seite  141  ff. 

Vgl.  auch  Schilling,  Edward  G  ;  Variables  sampling  and  MIL-STD-414  ; 
in  :  Quality  Progress  ;  May  1974  ;  Seite  16  fF. 

Vgl.  auch  Duncan,  Acheson  J.  ;  Sampling  By  Variables  To  Control  The 
Fraction  Defective  ;  Part  I  ;  in  :  Journal  of  Quality  Technology  ;  Vol.7  ; 
No.  1  ;  Januar  1975  ;  Seite  34  fF. 
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Kapitel  4  :  Ein-  und  zweifache  Variablenpriifplane 


Definition  9:  Seien  n, ,  n2  naturliche  und  k,  ,  k2 ,  k3  reelle 
Zahlen  mit  k2  <  kh 

( ni  k,  k^ 

Der  zweifache  Variablenprufplan  8  =  I 

Vn2  k3  ) 

gegeben  durch  die  Prufvorschrift : 


ist 


( i )  Ziehe  eine  1.  Stichprobe  und  ermittle  den  Stichproben- 

-  •  rr,  / -  Xl  —  Tu 

mittelwert  X!  sowie  Tj  =  y n,  — — —  . 

Falls  T]  >  kj ,  Annahme  der  Partie. 

Falls  T,  <  k2  ,  Ruckweisung  der  Partie. 

Falls  k2<  Ti  <  kj ,  gehe  zu  ( ii ). 

( ii )  Ziehe  eine  2.  Stichprobe  und  ermittle  den  Stichproben- 

-  .  r— X  2-T„ 

mittelwert  X2  sowie  T2  =  yjn2  — — —  . 

Falls  T2  >  k3 ,  Annahme  der  Partie. 

Falls  T2  <  k3  ,  Ruckweisung  der  Partie. 


Lemma  6  :  Fur  die  OC  von  8  - 


ni  k,  k2s 

n2  k3  , 


gilt: 


(55) 


L,(p)  =  <S<V*h  ^ 0  "  P)  -  k, )  +  “  P) "  k3>  ' 

[$(  k,  +  ^O-'(p))  -  <D( k2  +  Jib  ®"'(P))]  • 
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Beweis  :  Wir  unterstellen  die  Unabhangigkeit  der  beiden  Stichproben. 
Somit  ergibt  sich: 

(  p )  =  L(p)  = 

(56) 

Pp(T1>k1)  +  Pp(k2<T1<k1)-Pp(T2>k3). 

Unter  Beachtung  von  ( 48  )  erhalt  man  analog  zur 
Herleitung  von  ( 49  ) 

(57)  Pp(Tj  >  k,)  =0>(V^<D-,(l-p)-k1)  , 

(58)  Pp(T2>k3)  , 

Pp(k2<  T,  <  kj  )  = 

(59) 

<J>(  k,  +A/n7<l)_1(p))-d>(  k2  +  VM’~1(p)) . 

Aus  (  56  )  -  (  59  )  folgt  (  55  ).  Somit  ist  Lemma  6  bewiesen. 

( n,  kj  k2^ 

Fur  den  mittleren  Prufumfang  ( ASN )  von  5  = 

vn2  y 

erhalt  man : 

N,(p)  =  N(p)  = 

(60) 

n,  +n2  •[<&(  kj  +  k2  +  ^/ry&^p))] 

Im  folgenden  bezeichne  wieder  Nmax  ( 8  )  die  maximale  ASN  und  pmax 
den  Ort,  an  dem  dieses  Maximum  angenommen  wird.  Das  folgende 
Lemma  gibt  eine  einfache  Formel  fur  Nmax  und  pmax  an. 
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Kapitel  4  :  Ein-  und  zvveifache  Variablenpriifplane 


Lemma  7:  Fur  den  zweifachen  Variablenprafplan  8  =  | 

V°2 


k, 

k3  , 


(  k2  <  ki )  gilt 


(61)  Nmax(  8 )  =  Ng  ( Pmax )  mit 

(62)  P„=l 

2  •  Vni 


Beweis  :  Differentiation  von  ( 60  )  liefert 

N'(p)=n,  -t<t>'  (k,  •®  '(p))-(Vn7-(®J(P))' 

-  ®  *  ( k,  +  -  «>"  (P))  •  (VnT  •  (O"  (P))  ■  ] 

Fur  0  <  p  <  1  gilt  N'  (  p )  =  0  genau  dann,  wenn  p  =  pmax  gilt. 

Somit  ist  Lemma  7  bewiesen. 


Bemerkung  9  :  Die  Extremstelle  der  ASN  ist  somit  unabhangig  von  n2 
und  k3.  Die  Parallelen  zu  den  Resultaten  bei  den  doppelten 
Attributprufplanen  sind  unverkennbar.  Auch  dort  war  pmax  von 
n2  und  c3  unabhangig. 


47 


Kapitel  5:  Die  Bcstimmung  zweifacher  VariablenpriiFplane  mit  minimaler  maxitnaler  ASN 


Kapitel  5  :  Die  Bestimmunq  zweifacher  Variablen- 
prufplane  mit  minimaler  maximaler  ASN 


In  diesem  Kapitel  wird  ein  Algorithmus  zur  Bestimmung  von  zweifachen 
Variablenpriifplanen  entwickelt.  Die  mit  Hilfe  dieses  Algorithmus 
ermittelten  Ergebnisse  werden  dann  im  Abschnitt  5.3  mit  den  Resultaten 
von  Schilling51  verglichen.  Zunachst  werden  jedoch  noch  einige 
theoretische  Grundlagen  der  doppelten  Variablenpriifung  angegeben. 


5.1  :  Theoretische  Grundlaaen 


Wie  in  Kapitel  4  sei  das  interessierende  Merkmal  wieder  N  (  p ,  a‘  )- 
verleilt  mit  bekanntem  a  >  0.  Dariiber  hinaus  sei  fur  den  zweifachen 


Variablenprilfplan  8  -  \ 
grenze  Tu  unterstellt. 


k2^ 


J 


auch  wieder  eine  untere  Toleranz- 


Z  bezeichne  wieder  die  Menge  aller  zugelassenen  zweifachen  Variablen- 
priifplane,  d.h.  solcher  Plane  8,  die  (  la )  und  (  2a )  erfullen. 


Definition  10;  8  e  Z  hei!3t  ASN-PIan  zur  messenden  Priifung  , 

wenn  Nmax(  5  )  =  minNmax(  8  )  gilt. 


Vgl.  Schilling,  Edward  G.  ;  Acceptance  Sampling  In  Quality  Control ;  Marcel 
Dekker  ;  1982  ;  Seite  639  ff. 
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Kapitel  5:  Die  Bestimmung  zweifacher  Variablenpriifplane  mit  minimaler  maximaler  ASN 


Bemerkung  10:  ( i  )  Eine  Bestimmung  des  ASN-Planes  8  gemafi 

Definition  10  erscheint  aufgrund  der  Komplexitat  der  Menge  Z 
sehr  schwierig.  Daher  betrachten  wir  im  folgenden  die  Teilmenge 
Z]  c  Z,  die  durch  (  63  )  -  (  67  )  definiert54  ist : 

(63)  L  0.4  *n  J  <  n,  <  f"  0.85  *n1, 

(64)  L  0.3  *n  J  <  n2  <  T  0.85  *nl, 

(65)  |_  0.6  *k  J  <  k,  <  f  1.30  *kl, 

(66)  L  0.5  *k  J  <  k2  <  f  0.90  *kl, 

(67)  L  0.5  *k  J  <  k3  <  f  1.10  *  kl . 


( ii )  Sei  Z\  die  Menge  aller  zugelassenen  Plane 


k.  M 

k3  y 


die  ( 63  )  -  ( 67 )  erfullen.  Es  warden  wiederum55  solche  Plane 
8*  e  Z\  bestimmt,  fur  die 


(68)  NniiX(  8*  )  =  niinNmox(  8  ) 

O  G  £j\ 


gilt. 


( iii )  Fur  die  zugelassenen  zweifachen  Variablenpriifplane 
8  e  Zund  8*  e  Z,  mit  Nmax(£)  =  minNmax(£)  und 

o  e  Z 

Nmax(  8 * )  =  niinN  (  8  )  giltstets  Nmax(£)  <  Nm,x(£*)- 

Allerdings  vermuten  wir,  dab  Zi  so  umfassend  ist,  dab  entweder 
bereits  8  =  5*  gilt,  oder  dab  Nmax(<5)-Nmax(<!>’)  sokleinist, 
dab  diese  Differenz  ftir  die  Bediirfnisse  der  Praxis  nicht  sehr 
bedeutend  ist. 


55 


f  1  =  Aufrunden  auf  die  nSchst  groflere  ganze  Zahl. 
L  J  =  Abrundcn  auf  die  nachst  kleinere  ganze  Zahl. 
Vgl.  Kapitel  2  Nr.  (  26  ). 
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Bemerkung  11:  ( i )  Mit  Hilfe  des  in  Kapitel  5.2  dargestellten  Algo- 
rithmus  konnte  stets  ein  Plan  8*  e  Zt  mit 

N  max  (S* )  =  min  N  max  (S)  <n 

deZ  | 

ermittelt  werden.  Auch  fur  die  doppelte  Variablenpriifung  wurde 
ein  Computerprogramm  auf  der  Grundlage  des  in  Abschnitt  5.2 
beschriebenen  Algorithmus  entwickelt.  Dieses  Programm  gestattet 
es  wiederum,  zu  beliebigen  Pi ,  P2 ,  oc ,  P  den  doppelten  Variablen¬ 
prufplan  8*  fur  die  Menge  Z\  zu  bestimmen. 

( ii )  Alle  berechneten  Plane  wiesen  die  folgende  Eigenschaften 
auf: 

(69)  pi<Pmax<P2- 

Dieses  zeigt  wiederum56,  da!3  das  verwendete  Kriterium  der 
maximalen  ASN  auch  in  der  Variablenpriifung  nicht  zu 
pessimistisch  ist. 


Im  folgenden  geben  wir  zunachst  noch  zwei  Beispiele  an,  bevor  der 
Algorithmus  Gegenstand  des  Abschnittes  5.2  sein  wird. 


Beisniel  7  :  Pi  =  0.02  ,  p2  =  0.1  ,  a  =  0.01  ,  P  =  0.01 

Einfacher  Variablenprufplan  ( n ,  k )  =  ( 37 , 10.146  ) 

*  ( 28  9.289  8.385 

Zweifacher  Variablenprufplan  6  =  I  ^  ^ 

Nmlx  ( 8* )  =  32.88 
Pmnx  =  0.0475 

Minimale  Einsparung  an  maximaler  ASN  :  11.14% 
Maximale  Einsparung  an  maximaler  ASN  :  24.32  % 


Vgl.  Bemerkung  5  in  Kapitel  3. 
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Kapitel  5:  Die  Bestimmung  zweifacher  Variablenpriifplane  mit  minimaler  maximaler  ASN 

Zum  Vergleich  die  entsprechenden  Attributprufplane  : 

Einfacher  Attributprufplan  (n,c)  =  (175,8) 

Zweifacher  Attributprufplan  6  *  = 

NmaxC  5*  )  =  156.59 
Pmax  =  0.0479 

Minimale  Einsparung  an  maximaler  ASN  :  10.52  % 

Maximale  Einsparung  an  maximaler  ASN  :  29.14  % 


124  4  7" 
71  9  , 


0.0025  ,  p2  =  0.05,  a  =  0.05,  p 


Einfacher  Variablenprufplan  (  n ,  k  )  =  (  9 , 6.678  ) 

.  (6  5.805  5.064 

Zweifacher  Variablenprufplan  5  =  ^  ^ 

Nmax(  6* )  =  7.16 

Pmax  =  0.0 133 

Minimale  Einsparung  an  maximaler  ASN  :  20.44  % 
Maximale  Einsparung  an  maximaler  ASN  :  33.33  % 


Zum  Vergleich  die  entsprechenden  Attributprufplane  : 
Einfacher  Attributprufplan  (n,c)=:(95,l) 

Zweifacher  Attributprufplan  S  *  = 

NmiX(  8*  )  =  82.24 
pmax  =  0.0145 

Minimale  Einsparung  an  maximaler  ASN  :  13.43  % 
Maximale  Einsparung  an  maximaler  ASN  :  27.37  % 
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Kapitel  5:  Die  Bestimmung  zweifacher  VariablenprOfplane  mit  minimaler  maximaler  ASN 


5.2  :  Per  Alqorithmus  zur  Bestimmunq  von  5* 


In  diesem  Abschnitt  werden  wir  den  angesprochenen  Algorithmus  in 
Struktogrammform  darstellen.  Der  besseren  Ubersicht  ist  dieser  in  die 
Module  A,  B,  C,  D,  E,  F  und  G  unterteilt  worden. 


1 

Eingabe  (  pj ,  p2 ,  a  ,  (3  und  Durchgange  ) 

2 

Bestimmung  des  einfachen  Variablenpriifplanes  (  n  ,  k  ) 

3 

Zahl 

-  0  ; 

gefunden  =  0 

4 

add  [0]  -  1.0 

5 

add  [  1  ]  =  0.5  ; 

add  [  2  ]  =  0.25 

6 

add  [3]  =0.1  ; 

add  [  4  ]  =  0.05 

7 

add  [  5  ]  =  0.02  ; 

add  [6]  =  0.01 

8 

add  [  7  ]  =  0.005  ; 

add  [  8  ]  =  0.0025 

9 

add  [9]  =  0.001  ; 

add  [  10  ]  =  0.0005 

10 

Modul  B 
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Modul  E 

110 

Ergebnisausgabe  fur  den  (  Zahl  +  1  )  -  Durchgang 

111 

Zahl  =  Zahl  +  1 

112 

Ergebnisspeicherung 

113 

solange  Zahl  <  Durchgange 

Abbildung  6  :  Modul  A  des  Algorithmus  zur  Bestimmung 
von  zweifachen  Variablenpriifplanen  5 
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11 

Zahl^O  oder  gefunden  =  0  ^ 

12 

ja 

—  nem 

13 

n,anfang  [Zahl]  =  L  0.4  *  n  J 

14 

i^ende  [Zahl]  =  f~  0.85  *  n  1 

15 

n2anfang  [Zahl]  -  L  0.3  *  n  J 

16 

n2ende  [Zahl]  =T  0.85  *  n  1 

17 

kianfang  [Zahl]  =  L  0.6  *  k  J 

18 

kjende  [Zahl]  =  f  1.3  *  k  1 

19 

k2anfang  [Zahl]  =  L  0.5  *  k  J 

20 

k2ende  [Zahl]  =  f  0.9*  kl 

21 

k3anfang  [Zahl]  =  L  0.5  *  k  J 

22 

k3ende  [Zahl]  =  T  1.1  *  kl 

23 

N*inax  [Zahl]  =  2  ♦  n 

24 

P*max  [Zahl]  -  2 

25 

"  gefunden  =  0  _ '  "" 

26 

ja 

06111 

27 

goto  39 

Modul  C 

Abbildung  7  :  Modul  B  des  Algorithmus  zur  Bestimmung 
von  zweifachen  Variablenpriifplanen  5* 
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Abbildung  8  :  Modul  C  des  Algorithmic  zur  Bestimmung 
von  zweifachen  Variablenprufplanen  5* 
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Kapitel  5:  Die  Bestimmung  zweifacher  Variablenprufplane  mit  minimaler  maximaler  ASN 


N  max  [  Zahl  ]  =  n 


P*max  [  Zahl  ]  =  2 


dnl  ^njanfang  [  Zahl  ] 


hilf3  =  -  -  VdnT-  O’1^) 


hilf4  =  -  O" 1  (  a  )  -  VdnT ■  O  ' 1  ( p,) 


dn2  =  n2anfang  [  Zahl  ] 


dkl  =  k]anfang  [  Zahl  ] 


dkl  <  hilf3 


dkl  =  hilO 


solange  dkl  <  kiende  [  Zahl  ] 


dk2  =  k2anfang  [  Zahl  J 


solange  dk2  <  =  k2ende  [  Zahl  ]  und 
dk2  <  dkl  und  dk2  <  hilf4 


Modul  F 


dkl  =  dkl  +  add  [  Zahl  ] 


dn2  -  dn2  +  1 


solange  dn2  <  =  n2ende  [  Zahl  ] 


dnl  =  dnl  +  1 


solange  dnl  <  =  n^nde  [  Zahl  ] 


Abbildung  10  :  Modul  E  des  Algorithmus  zur  Bestimmung 
von  zweifachen  Variablenpriifplanen  5* 
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von  zweifachen  Variablenpriifplanen  5* 


57 


Kapitel  5:  Die  Bestimmung  zweifacher  Variablenprufplane  mit  minimaler  maximaler  ASN 


Der  in  den  Abbildungen  6  bis  12  dargestellte  Algorithmus  ahnelt  im 
Aufbau  dem  in  Kapitel  3.2.  Entsprechend  dem  Algorithmus  in  Kapitel  3.2 
ist  auch  dieser  Algorithmus  in  einzelne  Module  zerlegt  worden.  Diese  sind 
wieder  an  den  entsprechenden  Ziffern  einzufiigen. 


5.3  :  Die  ASN-Plane  5*  im  Veraleich  mit  Planen 
aus  Schilling 


Um  die  Berechnung  von  doppelten  Variablenpriifplanen  zu  vereinheit- 
lichen  und  zu  vereinfachen,  existieren  in  bestehenden  Stichproben- 
verfahren  feste  Verhaltnisse  n2/n!  und  k3/k2.  Diese  Restriktionen  konnen 
wiederum  maximale  ASN-Werte  hervorrufen,  die  weit  oberhalb  der 
Stichprobenumfange  der  einfachen  Variablenprufplane  liegen.  Ein 
umfassendes  Tabellenwerk  fur  die  doppelte  Variablenprufung  findet  sich 
u.a.  bei  Schilling57.  In  diesem  Buch  werden  fur  diverse  Eingangs- 
parameter  p1 ,  p2 ,  a ,  P  zweifache  Variablenprufplane  mit  bekannter  und 
unbekannter  Varianz  angegeben.  Die  dargestellten  zweifachen  Plane 
wurden  mit  Hilfe  eines  von  Sommers58  entwickelten  Algorithmus 
berechnet.  Bei  seinen  Berechnungen  verwendete  Sommers  stets  die 
Restriktionen  n,  =  n2  und  k3  =  k2.  Im  folgenden  stellen  wir  einen  kurzen 
Ausschnitt  aus  diesem  Tafelwerk  dar.  Zur  Vergleichbarkeit  mit  den  ASN- 
Planen  5*  haben  wir  fur  Sommers  Variablenprufplane  N(pmax)  be¬ 
rechnet59.  Somit  konnen  abschlieBend  einige  von  Sommers  Resultaten  mit 
den  Ergebnissen,  die  mit  Hilfe  des  in  Kapitel  5.2  veroffentlichten  Algo¬ 
rithmus  ermittelt  wurden,  verglichen  werden. 


Vgl.  Schilling,  Edward  G.  ;  Acceptance  Sampling  In  Quality  Control  ;  Marcel 
Dekker  ;  1982  ;  Seite  639  ff. 

Vgl.  Sommers,  D.  J.  ;  Two-Point  Double  Variables  Sampling  Plans  ;  in  :  Journal 
of  Quality  Technology  ;  1981  ;  13(1) ;  Seiten  25-30. 

Sommers  verwendete  das  Kriterium  der  Mifjimierung  der  ASN  beim  AusschuB- 
prozentsatz  pi  .  Vgl.  Sommers,  D.  J.  ;  Two-Point  Double  Variables  Sampling 
Plans  ;  in  :  Journal  of  Quality  Technology  ;  1981  ;  13(1)  ;  Seiten  25-30. 
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Pi 

P2 

'rti'*.  riz 

ki 

Pmax 

BEKHS 

0 

1 

0.01 

0.02 

87 

20.61 

20.05 

0.0146 

106.17 

0.01 

31 

12.03 

11.30 

0.0181 

39.76 

0.01 

0.04 

19 

9.20 

8.46 

0.0214 

24.49 

0.01 

13 

7.54 

6.74 

0.0239 

17.01 

0.02 

0.03 

208 

28.70 

27.98 

0.0247 

266.57 

0.02 

wmm 

66 

15.84 

15.03 

0.0287 

86.82 

0.02 

0.05 

37 

11.62 

10.83 

0.0325 

48.38 

0.03 

411 

36.90 

36.49 

0.0351 

477.03 

0.03 

0.05 

105 

18.65 

17.62 

0.0384 

146.12 

0.04 

0.06 

159 

21.18 

20.43 

205.87 

itiEKi&ill 

nn 

i® 

MiMm 

WMZM 

103.76 

0.07 

204 

22.85 

21.85 

0.0588 

282.10 

0.05 

0.08 

113 

16.37 

15.84 

0.0649 

136.68 

0.05 

0.09 

66 

12.51 

mnsm 

0.0681 

86.82 

0.05 

46 

10.31 

9.50 

0.0721 

60.53 

Tabelle  3  :  Doppelte  Variablenpriifplane  nach  SCHILLING  /  SOMMERS 


Die  von  Sommers  veroffentlichten  Tabellen  setzen  stets  a  =  0.05  und 
p  =  0. 1  voraus.  Fur  pj  =  0.04  und  p2  =  0.07  ergibt  sich  demgemdB 


= 


f  ni  ki 

k2' 

"83 

14.94 

14.30^ 

U2  k3 

J 

,83 

14.30 

J 

.  Dieser  doppelte  Variablen¬ 


prufplan  besitzt  ein  pmax  von  0.0542  und  einen  maximalen  durchschnitt- 
lichen  Stichprobenumfang  N(pmax)  von  103.76.  Der  approximativ  OC- 
aquivalente  einfache  Variablenprufplan  lautet  ( n ,  k )  =  ( 1 14 , 18.93  ).  Es 
ergibt  sich  somit  eine  minimale  Stichprobeneinsparung  von  8.98  %  und 
eine  maximale  Stichprobeneinsparung  von  27.19  %.  Die  von  SOMMERS 
berechneten  zweifachen  Variablenpriifplane  weisen  stets  einen  geringeren 
durchschnitthchen  Priifumfang  auf,  als  die  OC-aquivalenten  Einfachplane. 
Daher  ist  die  Anwendung  dieser  Plane  grundsatzlich  gegenuber  den 
einfachen  Variablenprufplanen  zu  empfehlen.  Allerdings  kann  mit  Hilfe 
des  in  Kapitel  5.2  dargestellten  Algorithmus  stets  ein  doppelter  Variablen¬ 
prufplan  mit  geringerem  maximalen  ASN-Wert  berechnet  vverden.  Diese 
Effekte  sollen  nun  an  einigen  Beispielen  demonstriert  werden.  Fur  einige 
Parameterkonstellationen  sind  in  der  folgenden  Tabelle  4  jeweils  der 
doppelte  Variablenprufplan  8S  von  SOMMERS  und  der  5  -Plan  sowie  die 
zugehorigen  maximalen  ASM-Werte  Nmax(8s)  bzw.  Nmax(8  )  angegeben. 
Zum  Vergleich  ist  der  OC-aquivalente  Einfachplan  ( n  ,  k  )  mitangegeben. 
Die  Tabelle  verdeutlicht,  daft  durch  den  Verzicht  auf  die  Einschrankungen 


m  =  n2  und  k2  =  k2  die  guten  Ergebnisse  von  SOMMERS  noch  weiter 
verbessert  werden  konnten. 
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